Metro chaosu (lze vynechat)

At symbol B oznaluje binarni predikat ,bouchnout do“, tedy B(z,y)
oznacuje ,,x bouchnul do y“. Propojte nésledujici sentence predikatové lo-
giky s pro né nejvhodnéjSimi popisy v pfirozeném jazyce:

JzdyB(z,y) Metro chaosu!
Nékdo blokoval
dzVyB
ZVYB(®Y) eding vychod
VzdyB(z,y) To se stava.
Nevychované dité
VzVyB
2vyB(2,y) probéhlo metrem.
JyVzB(z,y) Kazdy utrpél.
Vy3dzB(z,y) Pfeplnéné metro.

Jz3yB(z,y) To se stava.
Nevychované dité
dzVyB
z2vyB(2,y) prob&hlo metrem.
VziyB(z,y) Pfeplnéné metro.
VzVyB(z,y) Metro chaosu!
Nékdo blokoval
dyVzB
YWeB(2,Y) eding vychod
Vy3zB(z,y) Kazdy utrpél.

O]

Formalisace ¢eskych vét Je dan jazyk predikatové logiky £ s mnozinou
proménnych Var = {z,y, 2z}, jehoz mnoZina predikatovych symbold je

Pred = {Obd, Nav, Prof, Stud, P},

mnozina konstantnich symbolt je Kons = {m} a mnozina funk¢nich sym-
bolti je prazdna. Arita symbold Obd a Nav je 2, arita symbolt Prof, Stud
a P jel.

Predikatové symboly maji poporadé formalisovat nasledujici vztahy mezi
jsoucny z prirozeného jazyka:



Obd(z,y) z obdivuje v,
Nav(z,y) z navstivil(a) v,
Prof(z) z je profesor(ka),
Stud(z) z je student(ka),
P(z) z je pfednaska.

Konstantni symbol m odkazuje na néjakou (konkrétn{) Marii.
Prelozte co nejvérnéji nasledujici véty z Cestiny do jazyka £ predikatové
logiky.

1. Marie obdivuje vSechny profesory.

2. Néjaky profesor obdivuje Marii.

3. Marie se obdivuje.

4. Zadny student nenavitivil viechny ptednasky.
5. Zadnou prednéasku nenavitivili véichni studenti.

6. Neni prednésky, kterou by nenavstivil ani jeden student.

Reseni. Jednotlivé véty formalisujeme nasledovné:
1. Vz(Prof(z) = Obd(m,z)). (Velmi Casta chyba: VzObd(m, Prof(z)).)
2. Jz(Prof(z) A Obd(z, m)).
3. Obd(m,m).

4. Negativné:
—(Jz(Stud(z) AVy(P(y) = Nav(z,y))))-

Positivneé:
Vz(Stud(z) = Jy(P(y) A ~Nav(z,y))).

5. Negativné:
—(Jy(P(y) A Vz(Stud(z) = Nav(z,y))))-

6. Negativné:
—(Jy(P(y) AVz(Stud(z) = ~Nav(z,y)))).



Sémantika predikatové logiky
Uloha 1. Jazyk L predikatové logiky je dan nasledovné:
Pred = {P, @, R},
ar(P) =ar(Q) = 1,ar(R) = 2,
Func = {f},ar(f) =1,
Kons = {a}.

Interpretace I jazyka L je ddna néasledovné (pripomenuts: 0 je pfirozené
¢islo):

U=N
[P] =A0,3,12}
[Q1={4-2[z€cN}
[R] ={(m,n) e NxN|m < n}
[f] :N— N
n—n-+5
[a] =2
Vyhodnotte termy f(f(a)) a f(f(z)) v kontextu proménnych
7:{z} > N
T +— 3.

ReSeni. 1. [f(f(a))], = 12.

2. [f(f(z)]- = 13.
]

Rozhodnéte, které z nasledujicich formuli jsou pravdivé v kontextu pro-

ménnych

p:{z,y} =N
T +— 3,

y—4

1. R(y,z).



2. P(z) A R(f(z),y).
3. V2(Q(z) = R(z,2)).
ReSeni. 1. Plati I £, R(y,z)? Plati 4 < 3? Ne.

2. Plati I £, P(z) A R(f(z),y)? Tj., plati I F, P(z) a I =, R(f(x),y)?
Tj., plati 3 € [P] a 3+ 5 < 47 Prvni ano a druhé ne, tedy cela
konjunkce v interpretaci I a kontextu proménnych p pravdiva neni.

3. Plati U F, V2(Q(z) = R(z, z))? Tj., plati pro kazdé n € N, ze
I ':p[z::n} Q(Z) = R(xi Z)?

Ne, vezméme n = 0. Pak sice 0 € [@Q] (0 je délitelna ¢tyimi), ale neni
pravda 3 < 0. Implikace tedy neni pravdiva.
O]

Naleznéte vyznam [¢]p pro nasledujici formule ¢ a seznamy deklarova-
nych formuli D:

1. R(a,y) pro D = (y).
2. Jy(P(y) A R(z,y)) pro D = (z).
3. (P(z) AQ(z)) A R(y, f(z)) pro D = (z,y)

Reseni. Zopakujme si definici vyznamu formule.
At D = (zy,...,z,) je seznam deklarovanych proménnych, tedy

Z1,...,Z, € Var

a zadna proménnéa necht se v seznamu D neopakuje.

Pak vyznam formule ¢ v interpretaci I = (U,[—]), pro kterou plati
free(¢p) C D (tj. kazda volna proménné formule ¢ se vyskytuje v seznamu
D), je definovan jako mnozina

[¢lp = {(p(z1), ..., p(zn)) €U™ [ p: D —= U, I F, p}.

ZjednodusSené a nepresné receno: jsou to ty n-tice prvkid universa U, které
miizeme ,dosadit za proménné z4, ..., z," tak, aby pak byla ¢ v I pravdiva.



Soucasné, pokud D = (z), tedy je deklarovana jedind proménné, seznam
¢asto nezapisujeme jako mnozinu 1-tic z U?, ale jako mnozinu prvki z U,
tedy

H(P]](w) ={ueU|IF;—p}
Zde zapisem z := u minime kontext proménnych
p:{z}>U

T — U.

[E(a,y)]p ={n € N| I Fy—n R(a,y)}
={n eN|([a],n) € [E]}
={neN|2 < n}
Vyznamem formule R(a,y) (kdy% je deklarovidna pouze proménna y)

v interpretaci I je tedy mnoZina vSech prirozenych cisel vétSich nez
2.

3Y(P(y) A R(z,9))]o = {p(z) €N | p: {} = N, T F, Fy(P(y) A R(z, 1))}
={p(z) eN|p:{z} > Nm e N, I Fyp.cm) P(y) A R(z,y)}
={r(z) e N|1:{z,y} - N, I F, P(y) A R(z,y)}
={n € N | existuje m e N: m € [P] a (n,m) € [R]}
= {n € N | existuje m € {0, 3,12} : n < m}
={neN|n <12}
={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}.

Vyznamem formule Jy(P(y) A R(z,y)) je mnoZina vSech pfirozenych
¢isel menSich nez 12.

[(P(z) A Q(z)) A R(y, £(z))lp = {(p(z), p(y)) € N X N |
p:{z,y} = N, IF, (P(z) A Q(2)) A R(y, f(2))}
={(n,m) e NxN|ne€[P],ne€[Q],(m,n+5)e€[R]}
={(n,m)eNxN|ne€{0,12},m <n+5}
={(0,m)e NxN|me{0,1,...,4}}U
u{(12,m) e NxN|m e {0,1,...,16}}.
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Rozhodnéte, které ze sentenci nize jsou v interpretaci I pravdivé.
1. VzVy(R(z,y) = P(z)).

2. JzR(a,z).

3. 3z(P(z) AVY(QY) = R(z,9)))-

4. Vzy(R(z,y) A P(f(z))).

5. Jyvz(Q(z) = R(y, f(z))).

Reseni. 1. Ne.
2. Ano.
3. Ne.
4. Ne.

5. Ano.

Uloha 2. Jazyk L predikatové logiky je dan nasledovné:

Pred = {P, R},ar(P) = 1,ar(R) = 2,
Func = {g},ar(g) = 2,
Kons = {a}.

Interpretace I jazyka L je dana néasledovné:

U=R

[P] = {-5,5}

[R] = {(m,n) e RxR|m < n}

[g] :RxR —R
(m,n)—m-n

[a] = -1

Rozhodnéte, které ze sentenci nize jsou v interpretaci I pravdivé.
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1. R(a,g(a,a)).
2. Vz(P(z) = R(a,z)).
3. 3z(P(z) A R(a, g(z, z))).
4. Vz(R(z,a) = 3z(R(9(a, 2),z))).
5. Jyvz(P(z) = R(9(y,9), 7).
Uloha 3. V jakém jazyce je
¢ =VzP(f(z,c))

sentenci? Vymyslete jednu interpretaci, ve které je ¢ pravdiva, a jednu
interpretaci, ve které je ¢ nepravdiva.

Uloha 4. Ukazte, #e sentence (v jakém jazyce je to sentence?)
Vz(P(z) = Q(f(2))) A (VzP(z)) A (Fz-Q(z))

je splnitelna.



