
Optimalizace

Optimalizačńı úlohy
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O čem je optimalizace?

Mathematical optimization

The selection of a best element with regard to some criterion

from some set of available alternatives. (Wikipedia)

Optimalizačńı úloha je určena

1. množinou prvk̊u, ze kterých vyb́ıráme,

2. kritériem, které prvky ohodnocuje reálným č́ıslem, a

3. požadavkem na minimalizaci/maximalizaci toho kritéria.
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Optimalizace v kontextu

Matematika

Inženýrstv́ı Informatika

OPT
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Motivace pro studium optimalizace na FEL

Základńı otázky

PROČ? AI, ML, robotika, ř́ızeńı, statistika, teorie her

JAK? Programováńı

CO? Optimalizačńı úlohy jsou formulovány matematicky

• Rozpoznáváńı a strojové učeńı

• Kombinatorická optimalizace

• Robotika

• Umělá inteligence v robotice

• Julia for Optimization and Learning

• Výpočetńı teorie her

• Statistical Machine Learning

• Optimálńı a robustńı ř́ızeńı
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O čem to bude

1. Aplikace lineárńı algebry
• Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u, lineárńı regrese

• PCA, ortogonálńı Prokrust̊uv problém

• Maticové rozklady: QR, spektrálńı, Choleského, SVD

2. Lineárńı programováńı
• Konvexńı množiny a funkce

• Konvexńı polyedry

• Simplexová metoda

• Dualita

3. Analýza a numerické metody
• Podḿınky optimality pro volné lokálńı extrémy

• Iteračńı metody: gradientńı, Newtonova, Gauss-Newtonova,

Levenberg-Marquardtova

• Omezeńı ve tvaru rovnost́ı, Lagrangeovy multiplikátory

4. Úvod do konvexńı optimalizace
• Tř́ıdy konvexńıch úloh
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Software pro optimalizaci

1. Programovaćı jazyky

• Python

• Matlab

• Julia

2. Rozš́ı̌reńı a interface

• NumPy, SciPy (Python)

• JuMP (Julia)

3. Solvery

• SeDuMi, GLPK, Ipopt (volně dostupné)

• Gurobi, MOSEK (akademická licence)

5



Úvodńı definice a p̌ŕıklady



Úloha minimalizace

Minimalizuj f (x) za podḿınky x ∈ X

• Množina p̌ŕıpustných řešeńı X ⊆ Y

• Účelová funkce f : Y → R

• Minimum funkce f na množině X je prvek x∗ ∈ X splňuj́ıćı

f (x∗) ≤ f (x) ∀x ∈ X

a množinu všech minim funkce f na X znač́ıme

arg min
x∈X

f (x)
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Funkce a jejich minima
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Úloha maximalizace

Maximalizuj f (x) za podḿınky x ∈ X

• Maximum funkce f na množině X je prvek x∗ ∈ X splňuj́ıćı

f (x∗) ≥ f (x) ∀x ∈ X

a množinu všech maxim funkce f na X znač́ıme arg max
x∈X

f (x)

Převod maximalizace na minimalizaci

arg max
x∈X

f (x) = arg min
x∈X

−f (x)
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Prokládáme body p̌ŕımkou

Modelujeme vztah váhy x a výšky y na základě dat.
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Ćıl

Hledáme p̌ŕımku, která co nejtěsněji prolož́ı černé body.

9



Prokládáme body p̌ŕımkou – formulace modelu

Máme m mě̌reńı (xi , yi ) ∈ R2 váhy a výšky.

Vztah vyjáďŕıme lineárńı funkćı

f (x , θ1, θ2) = θ1 + θ2x ,

kde θ1 a θ2 jsou neznámé parametry.
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Soustava lineárńıch rovnic yi = θ1 + θ2xi , i = 1, . . . ,m,

s neznámými θ1 a θ2 je vlivem náhody p̌reurčená.

Úloha nejmenš́ıch čtverc̊u

Minimalizuj
m∑
i=1

(yi − f (xi , θ1, θ2))2 za podḿınky θ1, θ2 ∈ R
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Prokládáme body p̌ŕımkou – formulace modelu maticově

y =

y1
...

ym

 ∈ Rm×1 A =

1 x1
...

...

1 xm

 ∈ Rm×2 θ =

[
θ1

θ2

]
∈ R2×1

Úloha nejmenš́ıch čtverc̊u

Minimalizuj ‖y − Aθ‖2 za podḿınky θ ∈ R2
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Prokládáme body p̌ŕımkou – řešeńı

Pomoćı lineárńı algebry lze úlohu reformulovat jako hledáńı řešeńı

soustavy lineárńıch rovnic

ATAθ = ATy.

Ta má v našem p̌ŕıpadě jediné řešeńı θ∗ = (ATA)−1ATy.

Optimálńı řešeńı úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u:

θ∗1 = 130.2, θ∗2 = 0.6.

40 60 80 100

160

180

200

0.60x + 130.2

x

y
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Hledáme optimálńı směs zeleniny

Pro 3 druhy syrové zeleniny udává tabulka výživové hodnoty, ceny

a nejmenš́ı p̌redepsaný obsah živin v jedné p̌ŕıloze j́ıdla.

Mrkev B́ılé zeĺı Okurka Požadavek

Vitaḿın A (mg/kg) 35 0.5 0.28 0.5 mg

Vitaḿın C (mg/kg) 60 300 80 15 mg

Vláknina (g/kg) 30 20 10 4 g

Cena (Kč/kg) 26 22 60

Ćıl

Nalézt množstv́ı každého druhu zeleniny, které minimalizuje cenu

p̌ŕılohy j́ıdla p̌ri splněńı p̌redepsaných výživových limit̊u.
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Hledáme optimálńı směs zeleniny – formulace modelu

Mrkev B́ılé zeĺı Okurka Požadavek

Vitaḿın A (mg/kg) 35 0.5 0.28 0.5 mg

Vitaḿın C (mg/kg) 60 300 80 15 mg

Vláknina (g/kg) 30 20 10 4 g

Cena (Kč/kg) 26 22 60

Úloha lineárńıho programováńı

min 26x1 + 22x2 + 60x3

za podḿınek xi ≥ 0, i = 1, 2, 3

35x1 + 0.5x2 + 0.28x3 ≥ 0.5

60x1 + 300x2 + 80x3 ≥ 15

30x1 + 20x2 + 10x3 ≥ 4
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Hledáme optimálńı směs zeleniny – řešeńı

Úloha lineárńıho programováńı

min 26x1 + 22x2 + 60x3

za podḿınek xi ≥ 0, i = 1, 2, 3

35x1 + 0.5x2 + 0.28x3 ≥ 0.5

60x1 + 300x2 + 80x3 ≥ 15

30x1 + 20x2 + 10x3 ≥ 4

• Optimálńı řešeńı je (0.115, 0.027, 0) za cenu 3.592

• Při požadavku na okurku x3 ≥ 0.1 dostaneme řešeńı

(0.097, 0.004, 0.1) za cenu 8.618
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Hledáme optimálńı směs zeleniny – jak nalezneme řešeńı?

Vektor (0.115, 0.027, 0) je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic:

Procháźıme p̌ŕıpustná řešeńı lineárńıho programováńı

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

x3 = 0

35x1 + 0.5x2 + 0.28x3 ≥ 0.5

60x1 + 300x2 + 80x3 = 15

30x1 + 20x2 + 10x3 = 4

Simplexová metoda je základńım algoritmem pro řešeńı úloh LP.
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Hledáme optimálńı směs zeleniny – jak na to v JULIi?
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Minimalizujeme Himmelblauovu funkci

Funkce f (x) = (x2
1 + x2 − 11)2 + (x1 + x2

2 − 7)2 má 4 lokálńı

minima (nap̌r. (3,2)) a 1 lokálńı maximum.

Gradientńı metoda z bodu x0 = (2, 1) s krokem α = 0.01:

xk+1 = xk − α∇f (xk)
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Nejkraťśı ǩrivka

Ćıl

Nalezněte nejkraťśı ǩrivku spojuj́ıćı 2 body v rovině.
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Nejkraťśı ǩrivka – formulace a řešeńı úlohy

• Uvažujme x, y ∈ R2 a p̌redpokládejme, že x1 6= y1.

• Křivka spojuj́ıćı x a y je grafem spojitě diferencovatelné

funkce f : [x1, y1]→ R, kde f (x1) = x2 a f (y1) = y2.

• Délka ǩrivky je D(f ) =
∫ y1

x1

√
1 + f ′(t)2 dt

Úloha variačńıho počtu

min D(f )

kde f je spojitě diferencovatelná funkce vyhovuj́ıćı omezeńım výše

Úlohu řeš́ı afinńı funkce procházej́ıćı body x a y.
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Kategorie optimalizačńıch úloh

Podle typu množiny p̌ŕıpustných řešeńı X mluv́ıme o

• spojité optimalizaci, když X ⊆ Rn je nespočetná množina,

• diskrétńı optimalizaci, když X je konečná/spočetná,

• variačńım počtu, když X obsahuje reálné funkce.

V tomto kurzu se budeme zabývat spojitou optimalizaćı.
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Obecně o úloze spojité optimalizace



Úloha spojité optimalizace

Obecný tvar

min f (x1, . . . , xn)

za podḿınek gi (x1, . . . , xn) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

hi (x1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . , `

x1, . . . , xn ∈ R

Vektorový zápis:

min {f (x) | g(x) ≤ 0, h(x) = 0, x ∈ Rn}
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Př́ıklad

Řeš́ıme úlohu

min
x∈R2

ex1+x2

za podḿınky x2
1 ≤ x2.

• Na obrázku jsou vrstevnice účelové funkce a množina

p̌ŕıpustných řešeńı

• Globálńı minimum (−1
2 ,

1
4 ) lze snadno nalézt úvahou 23



Základńı otázky

min {f (x) | g(x) ≤ 0, h(x) = 0, x ∈ Rn︸ ︷︷ ︸
X

}

Je úloha p̌ŕıpustná?

Je množina X neprázdná?

Existuje globálńı/lokálńı minimum?

• Nabývá funkce f na X minima, neboli arg min
x∈X

f (x) 6= ∅?

• Jak velká je množina arg min
x∈X

f (x)?

• Pokud arg min
x∈X

f (x) = ∅, spokoj́ıme se s lokálńım minimem?
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Př́ıklad

Řeš́ıme úlohu

min
x∈R

(x2 − x4)

bez omezuj́ıćıch podḿınek.

• Globálńı minimum neexistuje: lim
x→±∞

x4( 1
x2 − 1) = −∞

• Nutná podḿınka f ′(x) = 2x − 4x3 = 2x(1− 2x2) = 0

• Lokálńı extrém může nastat pouze v bodech 0, 1√
2

, − 1√
2

• Jen bod 0 je lokálńı minimum, protože f ′′(0) = 2
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Různé formy řešeńı optimalizačńıch úloh

Analytický tvar

Vektor parametr̊u θ∗ = (ATA)−1ATy ∈ R2 je globálńı minimum

úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u pro lineárńı regresi.

Algoritmus

Směs zeleniny x∗ ∈ R3 na výstupu simplexové metody je globálńı

minimum v úloze lineárńıho programováńı.

Numerická iteračńı metoda

Posloupnost x1, x2, . . . generovaná gradientńı metodou se

p̌ribližuje lokálńımu minimu x∗ funkce f : Rn → R.

26



Transformace optimalizačńıch úloh

Ekvivalentńı úloha je optimalizačńı úloha, která vznikne z původńı

úlohy výpočetně “snadnou” transformaćı umožňuj́ıćı rekonstrukci

optimálńıho řešeńı a optimálńı hodnoty původńı úlohy.

Principy

• Preferujeme účelové funkce ve tvaru polynomů ńızkého stupně

(lineárńı, kvadratické,. . . )

• Preferujeme “dostatečně” hladké funkce

• Každou úlohu lze transformovat na ekvivalentńı úlohu

s lineárńı účelovou funkćı p̌ridáńım jedné proměnné
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Úloha na optimálńı uḿıstěńı

Hledáme lokaci pro heliport, z něhož dolétne helikoptéra po úsečce

do nejvzdáleněǰśıho z ḿıst a1, . . . , am ∈ R2 v nejkraťśım čase:

Definice úlohy

Minimalizuj f (x) =
m

max
i=1
‖x− ai‖ za podḿınky x ∈ R2

Účelová funkce je konvexńı, ale

nehladká. Minimum existuje.

a1 = (0, 0), a2 = (5,−1),

a3 = (1,−4), a4 = (−4, 3)
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Ekvivalentńı úlohy

• Formulujeme úlohy, které jsou ekvivalentńı té p̌redchoźı

• Minimalizuj poloměr r kruhu obsahuj́ıćıho a1, . . . , am ∈ R2:

Úloha s nehladkými omezeńımi

Min r z.p. ‖x− ai‖ ≤ r , i = 1, . . . ,m, x ∈ R2, r ∈ R

Kvadratické programováńı s kvadratickými omezeńımi

Min r2 z.p. ‖x− ai‖2 ≤ r2, i = 1, . . . ,m, x ∈ R2, r ∈ R

Substituce: ρ := r2 − ‖x‖2

Kvadratické programováńı (lineárńı omezeńı)

Min ρ+ ‖x‖2 z.p. ‖ai‖2 ≤ ρ+ 2aᵀ
i x, i = 1, . . . ,m

x ∈ R2, ρ ∈ R
29
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