Optimalizace

Aplikace metody nejmensich &tverci

Tomas Kroupa  Tomas Werner
2024

Fakulta elektrotechnicka
CVUT v Praze



Jak na dlohu nejmensich &tverci

Optimalni ¥eSeni dlohy

min ||Ax — b||?
x€R”

je ¥eSenim soustavy normdlnich rovnic ATAx = ATb.
e Ma-li A LN sloupce, pak jediné ¥eseni je

x* = (ATA)!ATb.
A+

e Obecné miiZe mit dloha nekone¢n& mnoho ¥eSeni a my volime
tfeba FeSeni s nejmensi normou, tedy

min {||x]|> | ATAx = ATb}.
xeR”



Numericky vypocet FeSeni tlohy nejmensi Etverci

e Je 7adouci vyhnout se p¥imému vypottu matice ATA

a ndslednému Feseni soustavy normdlnich rovnic
e Numericky stabilni algoritmy vyuZivaji QR rozklad matice A

e V implementacich se pouZije operdtor A\b

Priklad (L3uchli, 1961)
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Pro e = 1078 je matice ATA numericky singularni. V Julii dava
prikaz A\Db FeSeni (0.9999999999999998, 1.0000000000000002).



Ptiklad — nakup reklamy (1)

Na 7 skupin obyvatel cili 3 placené reklamni kandly

Slozka a;; matice A € R"*3 je potet shlédnuti skupinou i

kanalu j na jednotku ndkladi

Cilovy potet shlédnuti obsahu skupinami je b € R’

Hledidme rozd&leni nakladi x € R3 na kanaly tak, aby bylo
priblizné dosazeno cilového poctu shlédnuti, tedy

Ax ~ b
Uloha nejmensich ¢tverci
min ||Ax — b||?
x€R3

Omezeni x1, x2, x3 > 0 ani limit na ndklady zde neuvaZujeme.



P¥iklad — nakup reklamy (2)

Matice A vlivu reklamy na skupiny

"5 Matice A ma LN sloupce,
20 rank A = 3, optimalni

. feSeni je tedy tvaru
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P¥iklad — transformace obrazu (1)

Jak spojit dvé fotky dohromady?




P¥iklad — transformace obrazu (2)

Ptedpoklady

e Jsou ddny referen&ni dvojice bodl (x1,y1),- -, (Xm, Ym)
v obrazcich, kde x;,y; € R?
74| P3

123

P1 Pz] X

Pa  Pps
s parametry p = (py, ..., ps) € RO

e Afinni zobrazeni t(z,p) = [
22

e Chceme fesit tlohu

m
. 2
min g t(x;,p) — i
DCR ,-:1” (xi;p) — Vi)l

Jde o dlohu nejmensich ¢tverci?



P¥iklad — transformace obrazu (3)

Reseni

00021221

e Potom dostaneme Ulohu nejmensich &tverci, protoZe

m
> lit(xi, p) = yi)II* = ZHAP yil* = |Ap —y||?
i=1

i=1

1 0 0 O
e MizZeme psét t(z,p) = [Zl 2 ]

kde
A, y1
i Xi1 X2 1 0 0 0 X

' 0 0 0 Xi1 X2 1
A Ym



Regresni model

Zavislost promé&nné y na x modelujeme funkci f tak, aby
y = f(x,0),

kde @ € R" je vektor parametrd.

e Na zdkladé dat (x1,y1), ..., (Xm, ym) Fesime llohu:
[ i f ,‘,0 2
min ;(y (x,9))
° je hodnota r; := y; — f(x;, )
> 17

I
—

e Kvalitu modelu hodnoti nap¥.



Linearni regrese

Volime ©1,-..,pn a predpokladame
F(x,8) = b11(x) + -+ + Ogn(x) = 9(x)TO.

Metoda nejmensich Etvercii

Piseme
y1 p1(x1)  pa(xa) .. palx) 01
Ym 01(xm) @2(xm) .. ©n(xm) On

a feSime ulohu

i — A
[in ly I



P¥iklad — prokladame body pFimkou

e Mdme m m&¥eni (x;, y;) € R? vahy a vyky
e Vztah mezi prom&nnymi vyjadfuje funkce f(x,0) = 01 + O2x

e Metoda nejmensich &tvercl:
Y1

min2 Hy_A0H27 y = R
fcR
m

ProtoZe existuji alespofi dvé riizna mé¥eni vahy (x; # x;), tak ma
matice A LN sloupce a existuje jediné Yedeni * = (ATA)"1ATy.

200

0.60x + 130.

*

0r =130.2, 03 =06
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P¥iklad — doprava (1)

o Usek délky 130 m mezi semafory projede automobil za

92X

X
1-3

y =01+

sekund, kde x je polet vSech aut v lseku a 30 je kapacita
useku, 671,65 jsou parametry

e Mdme m = 5 mé&¥eni:

Xi

Yi

20 18 22 21 15
14 10 16 18 8

e Odhadujeme dobu prijezdu tseku, pokud je v ném 12 aut
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P¥iklad — doprava (2)

e Linedrni regrese y = 01 + 22X,
136
1 ¢o(x)
kde p1(x) =1, 2(x) = P yeR*a A= :
T30
1 pa(xs)

e Jelikoz A ma LN sloupce, jediné Yedeni je 8* = (ATA)*ATy
a dostaneme tak 07 = 2.546, 05 = 0.185

Pro x = 12 aut dostaneme dobu
prijezdu y = 6.252s.
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Regrese s polynomy (1) — pfesna interpolace

e Funkce f je polynom stupn& n — 1 proménné x,

f(x,0) = 01 + Oox + 03x> + - - + O,x" 1

2 n—1
1 x1 xx ... X
I x x5 ... Xé’_l
[ ] A =
2 n—1
1 xm x5 ... X5
Interpolace polynomem
Necht jsou vdechny hodnoty xi,. .., X, rizné. Potom m3

Vandermondova matice LN sloupce a existuje jediny polynom
f(x,0%) stupné < m — 1 spliiujici y; = f(x;,0%), i=1,...,m.
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Regrese s polynomy (2) — uloha nejmensich &tverci

e Interpolace vede na polynomy velmi vysokého stupné
e Preferujeme jednoduché modely vystihujici podstatné rysy dat
e Pro m = 101 mé&¥eni (x;, y;) porovndme 3 riizné polynomy

I Rl e
= "
¥ 4 by 39

/1 6| 893 | 201
11 | 7.76 | 12 060
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Regrese s polynomy (3) — ridge regression

Regularizace zmensi model a zvysi jeho robustnost
Minimalizujeme kritérium ||A@ — y||? + 1||@||? pro n&jaké p > 0
Jediné fedeni je * = (ATA + ul)~1ATy

Pro polynom stupné& 10 (n=11):

2
1 "
Rk Mg K ke
E FHATT &,
oj‘r Wy *ox :‘ #,‘ i
ok R | m
B ok &
1 | pol | el
N i o
- e # i=1
2t e 7 0.1 | 11.29 | 10.84
R
3 N / 1 | 307 | 591
4 T Fx
s P
PR
.

L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1 5



Dalsi vyuziti regularizace

e Vétsinou predpokldddme linedrni nezavislost sloupcli matice

e1(x1)  w2(x1) ... enla)

A= :
p1(xm) p2(xm) .. @nlxm)

e V ptipadé m < n tento predpoklad neni splnén

Postfehy
e Jedna z funkci ; je na zadanych datech redundantnf{
e Soustava normalnich rovnic ATA@ = ATy ma vice Feeni

e ProtoZe je matice ATA + pul invertibilni pro libovolné 1 > 0,
miiZeme pouZit regularizované Yedeni 8* = (ATA 4 ul)~1ATy

16



Uloha nejmensich ¢tvercii v kontextu

e Jedna se o ulohu konvexni optimalizace

Pro velkd m se pouZivaji numerické metody s garancfi
konvergence k minimu kvadratické funkce ||Ax — b||?

Regularizace pomoci sou¢tové normy ||-||1 vede na LASSO

in (||Ax — bl|?
min (|Ax = b||* + u|x]1)

LASSO model umoznuje hledat ¥idka ¥efeni a slouZi k vyb&ru
ptiznakil, oviem uclelova funkce neni vSude diferencovatelna
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