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Datové struktury a algoritmy
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* Jedna se o priblizné vyvazené BVS — plati:

hre £ 2X hgys (vySka < 2x vyska perfektné vyvazeného stromu)

* Kazdy uzel obsahuje navic bit pro barvu {red | black}

Listy jsou doplnény odkazem na nil (neexistujici potomek) =
ukazatelem na [} - pCivodni listy se stanou vnitFnimi uzly.

°T&

leaf —— inner node
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Koren RB-stromu je €erny.

Kazda vétev je zakoncena (Cernym) uzlem nil.

Cerveny uzel ma oba potomky €erné.

Cerna vyska uzlu x (black-height) se znadi bh (x) aje
definovana jako pocet ¢ernych uzll na libovolné cesté z x do
listu (x se nepocita). VSechny tyto cesty jsou stejné dlouhé.
Cernd vyska ma rozsah od h/2 (kde h je vyska stromu),
jestlize polovina uzll je ¢ervenych do h, pokud jsou vSechny
uzly ¢erné.

Vyska h (x) stromu s korenem v x je maximalné dvakrat
vetsi, nez vyska optimalné vyvazeného stromu.

h <2lg(n+1) ... h € O(lg(n))

bh (x) je v rozsahu od Ig(n+1) do 2Ig(n+1)
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Operace INSERT pro RB-stromy

1) Novy uzel bude cerveny.
2) Vlozime uzel do stromu jako do standardniho BVS.

3) Jestlize je predek Eerny, jsme hotovi = strom je Cerveno-

Cerny.
Vol

4) Jestlize nikoliv, mohou nastat 3 nasledujici pripady.

Cerveno-¢erny strom a B-strom B6B36DSA, 2024, Lekce 11, 6
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Poruchy pri vkladani

* Pokud je vrchol t Cerveny a jeho otec je také Cerveny, pak
rekneme, ze vlozenim t nastala porucha.

* Pokud nastala porucha, pak ji musime néjak opravit. Situace je
na obrazku - nejprve zalezi na tom, jakou barvu ma s, stryc t:
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Poruchy pri vkladani (2)

1. s je Cerveny. Pak pouze prebarvime o, d a s podle obrazku.
Nyni d mUze byt porucha, ovSsem posunuta o 2 hladiny vyse.

Nakonec je jeste nutné prebarvit koren stromu na cerno.
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2. s je €erny. Pak zalezi na tom, zda hodnota t lezi mezi
hodnotami o a d nebo ne. Jinymi slovy, zda cesta t-o-d
obsahuje zatacku.

(a) Bez zatacky: Provedeme rotaci a prebarvime podle obrazku.

Splnény budou podminky 1, 2 i 3, tedy mame cerveno-Cerny
strom:
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(b) Se zatackou. Provedeme dvojitou (LR) rotaci a prebarvime
podle obrazku. Splnény budou podminky 1, 2 i 3, opét mame
rovnou cerveno-cerny strom.
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Vkladani (Insert) v RB-stromech

 Casova slozitost je O(log(n)).
* Vlyzaduje maximalne dve rotace.

* DEMO:
* https://www.cs.usfca.edu/~qgalles/visualization/RedBlack.html
° (Intuitivni, dobré pro porozumeéni)

 http://www.youtube.com/watch?v=vDHFF4wjWYU
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e Zatimco INSERT se pfrilis nelisil od své obdoby u AVL stromd,
operace DELETE u cerveno-Cernych stromu je oproti AVL
stromum slozitéjsi mentalné, ovSem jednodussi ¢asove.

* Situace: odstranujeme vrchol t a jeho syna, ktery je list.

 Druhého synat, u, dame na misto smazaného t a zacernime
ho. Tim mame splnény podminky 1 a 2. Pokud byl ale t €ernyj,
chybi nam na cestach prochazejicich nyni u jeden Cerny vrchol.
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Poruchy pri mazani

Situace: mame cerveno-Cerny strom, u je porucha s otcem o,
bratrem b a synovci s1, s2, viz obrazek.

Oprava zéalezi na barve bratra (b):
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1. Bratr je cerny. Rozlisujeme dale 4 pripady, z nichz jeden
zpusobi poruchu o hladinu vyse a ostatni skonci s cerveno-
cernym stromem.

(a) Otec i synovci jsou €erni. Prebarvime b na cerveno, viz
obrazek, a tady porucha je o hladinu vyse — provedli jsme
tedy jakousi ¢astecnou opravu.

(2 (2
O Y @ 0
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Poruchy pri mazani (3)

(b) Otec je cerveny, synovci €erni. Prebarvime otce a bratra
podle obrazku a dostavame cCerveno-Cerny strom.
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(c) Synovec s1, jehoz hodnota lezi mezi hodnotami otce a bratra,
je €erny, druhy synovec je cerveny. Prebarvime a rotujeme
podle obrazku, barva otce se neméni (tj., vrchol b bude mit

barvu, kterou pivodné mél vrchol 0). Dostavame cerveno-
cerny strom.
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(d) Synovec s1, jehoz hodnota lezi mezi hodnotami otce a bratra,
je cerveny, druhy synovec ma libovolnou barvu. Prebarvime a
RL rotaci upravime podle obrazku (tj. vrchol s1 bude mit

barvu, kterou meél plvodné vrchol o a barva vrcholu s2 se
nezmeéni). Dostavame cerveno-Cerny strom.
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2. Bratr je Cerveny. Prebarvime a rotujeme podle obrazku.
Dostavame Cerveno-Cerny strom s poruchou, pricemz porucha
je o hladinu nize. | kdyz to tak na prvni pohled nevypada,
mame vyhrano, protoze bratr poruchy je €erny a otec cerveny,
tedy pristi oprava bude pripad
s cerveno-cernym stromem.

, 1c, nebo 1d a skon¢ime

B6B36DSA, 2024, Lekce 11, 18



Datové struktury a algoritmy

Mazani v RB-stromu

- Casova slozitost je O(log(n)).
« Jsou zapotrebi maximalne tri rotace.
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Véta: RB-strom s n internimi uzly ma vysku h nejvyse 2ig(n+1).
Dlkaz:
* Ukaime, Ze podstrom s kofenem v x obsahuje nejméné 2bh-1 jnternich
uzli. Indukcei dle vysky podstromu s korenem v x:
— Pokud je x list, pak bh(x) = 0, 2bh¥)-1 = 0 internich uzlG (uzel nil).
— Predpokladejme, ze vyska x je h, potomci x maji vysku h -1:
» Cernd vyska potomkl x je bud bh(x)-1 nebo bh(x) (podle barvy),

 indukéni predpoklad je, Zze potomci x maji nejméné (2°hx)-1)-1 internich
uzld,

e pak podstrom s korenem v x obsahuje nejméné:
26h()-1 -1 4 2bh(0)-1 -1 + 1 = 2500 - 1 internich uzld.

— Necht h je vyska stromu, ktery rotujeme v x:
* bh(x)>h /2 (max % je Cervenych),
» pak n>22h/2-1<=>n+122h/2<=>Ig(n+1)>h/2a
* h<2lg(n+1).
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Pro binarni vyhledavaci Ccerveno-Cerné stromy lze implementovat SEARCH,
INSERT a DELETE tak, ze vyzaduiji ¢as O(log n) a INSERT pouziva nejvyse
jednu (dvojitou) rotaci a DELETE pouziva nejvyse dvé rotace nebo rotaci a
dvojitou rotaci.

RB-stromy jsou lepsSi nez AVL stromy, které pro DELETE potrebuji az log n
rotaci. Oproti vahove vyvazenym stromUm i proti AVL stromum jsou
cerveno-Cerné stromy sice jen konstantné lepsi, ale i to je dobré.

PFi pouziti binarnich vyhledavacich stromU ve vypocetni geometrii nese
informaci i rozlozeni prvku ve stromé, a tato informace se musi po
provedeni rotace nebo dvojité rotace aktualizovat. To znamena prohledani
celého stromu a tedy ¢as O(n) za kazdou rotaci a dvojitou rotaci navic.

Pro tyto problémy jsou Cerveno-Cerné stromy obzvlasté vhodné, protoze
minimalizuji pocet pouzitych rotaci a dvojitych rotaci.
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B-stromy (B-trees)

1. Motivace

2. Vicecestné vyhledavaci stromy (multiway search trees)
3. Definice B-stromu

4. Search

5. Insert

6.

Delete (jen prehledové...)
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Velka data se nevejdou do operacni paméti -> pouzivame disky (vnéjsi
pameéti s primym pristupem).

Cas pfistupu na disk je uréen HW a OS.

Pristup na disk je MNOHEM pomalejsi, v porovnani s pristupem do
operacni pameéti:

DISK: 16 ms
. Ry, ~ . s Seek 8ms + rotational
— 1 diskovy pfistup ~ 13 000 000 instrukci!!!! dolay 7200rpm 8ms
— Pocet diskovych operaci dominuje v odhadu ¢asové naroCnosti. S
Pristup na disk = Disk-Read, Disk-Write 800 MHz 1,25ns
— Disk je rozdélen do blok( (512, 2048, 4096, 8192 bytes), které se prenaseji

jako celek.

— Proto se mlzZe hodit navrh vicecestnych vyhledavacich strom0 (multiway
search trees), kde kazdy uzel stromu ,,pasuje” do jednoho bloku na disku.
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Vicecestné vyhledavaci stromy

e Zobecnéni binarnich vyhledavacich stromd, kde pocet naslednikt byl m=2.
* Kazdy uzel vicecestného stromu ma nejvySe m potomkl (m>2).

* Interni uzly obsahujici n kli¢G maji n+1 ndslednikd, n < m (vyjimkou muze
byt koren stromu).

e Listy nemaji nasledniky.
e Strom je usporadan.

e Kli¢e v uzlech vymezuiji intervaly v podstromech - viz obrazek:

k3Tk4

Fklsz ks?l

e
R R

keys <k ----@ - === | ks<keys
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Listy vicecestného vyhledavaciho stromu

« Listy vicecestného vyhledavaciho stromu nemaji zadneé nasledniky
a neobsahuji zadné ukazatele na podstromy. Obvykle obsahuji

vlastni hodnoty.
« Plati: kisk, < ... < kg

/Fkl’kz?k3qk4qksﬂ

© Frederic Maire, QUT
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B-strom je vicecestny vyhledavaci strom minimalniho stupné
t, ktery splnuje dalsi podminky:
VSechny listy maji stejnou vysku (B-strom je vyvazeny).
Koren mulze mit 0 az 2t potomku (max 2t-1 klicu)
Pro vSechny ostatni uzly plati:
— maji nejméneé: t-1 klict (vnitfni uzly, krom korene, t potomku)
— maiji nejvyse: 2t-1 kli¢u (vnitrni uzly 2t potomku).
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999 klica

\

1000 naslednikd

A e

999

VAl \ \ ~

)% 1000 naslednikd -
// S\

N\

1 uzel ma 999 klicu

T

1000 uzld ma
999 000 klicu

#\AR\

999

1 000 000 uzlt ma
999 000 000 klicu

B-strom minimalniho stupné t = 500, vysky 2 obsahuje maximalne

1001 001 uzlu (1+1000 + 1 000 000)

999 999 999 klicu ~ 1 miliarda klicu
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n ... pocet klicu k; ulozenych v uzlu.

Uzel, kde n = 2t-1 se nazyva plny uzel (full-node).

k: ... nklicu, uloZzenych v neklesajicim poradi
k,<k,<..<k,

list ... booleovska hodnota, true pro list, false pro ostatni.

c; ... n+1 ukazatell na nasledniky (nedefinovano pro listy).

Pro klice k; v podstromech plati:

keys; < k;<keys,<k,<..<k,<keys,,;
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Hledani v B-stromech

e Obdobné hledani v BVS.

 Vramci uzll se hleda sekven¢né, nebo bindrné.

e Vstup: ukazatel na kofen stromu a kli€ k

e \ystup: usporadana dvojice (y, i), kde y je uzel aije index v
ramci uzlu takovy, zZe y.k[i] = k nebo hodnota NIL, pokud kli¢ k
nebyl nalezen.
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Operacni slozitost hledani v B-stromu

 Pocet Cteni z disku:
. O(h) = O(log; n)

* kde h je vyska stromu a t je minimalni stupen stromu a n je
pocet uzlu stromu.

* Protoze pocet klicu je x.n < 2t, celda smycka ma horni odhad
O(t) a celkova casova slozitost je O(t log, n).
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B-stromy: insert - 1. vicefazova strategie

Insert do uzlu, ktery neni zcela naplnén (not full node)

* Insert 17 @
m l

13 13

1617 [18]
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B-stromy: insert - 1. vicefazova strategie

y

Insert do ,,plného uzlu“

13 Propaguj
_— median
* Insert 25 Déleni uzllu nahoru
(node split)

13 | T~

9 (12 |14‘16| ‘ I 18 (25

2|1 14116 ({17 (1825

median

1.Vicefazova strategie:
“fes problém, az kdyz se vyskytne” 9 (12
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1. vicefazova strategie

Insert (X, T) - pseudokod

* Najdi list pro x Faze top-down
* Pokud uzel neni plny, insert x a konec

* while (je aktualni uzel plny) (node overflow)

. najdi median (z klicl po vlozeni x)

. rozdél uzel (split node) do dvou uzlG

. propaguj medidn smérem nahoru Faze bottom-up

aktualni uzel = rodic aktualniho uzlu
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2. jednofazova strategie

Princip: “res problémy, nez nastanou”

e Rozdél pfed vstupem naplnény uzel. Pouze faze top-down
e Tim si vytvoris prostor pro budouci medidn z potomkd.
e Faze,bottom-up” neni zapotrebi.

e Rozdéleni:

— koren =>strom naroste o Uroven,
— vnitfni uzel nebo list => rodi¢ obdrzi klic, ktery je median
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2.jednofazova strategie

Insert do nenaplnéného uzlu (not full)

Vioz B
G|MP | X
A|CDE J K N|O R|S|T|U|V]| |Y]|Z
G|MP | X
ABICDE||J|K N|O R|S|T|U|V]| |Y]|Z
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2.jednofazova strategie

Preskok ,full node” a vlozeni do ,,not full”

Vioz Q

G

M

Rozdél RSTUV

T X

A|B|IC|D R|S Y| Z
T/ X

A/B|IC|D QR Y| Z
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2.jednofazova strategie

lgnorovani ,,full node” a vlozeni do ,,not full” uzlu

Vioz L Gclmlp 71 x rozdél GMPTX
vysSka vzroste o 1
Q|R|S Y|Z
P
T|X
A|B|C ulv Y|Z
P
T|X
A|B|C ulv Y|Z
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2.jednofazova strategie

VIoz F P Rozdé&l ABCDE
G T|X
/
@ECD L a|R|[s ulv Y|z
P
C T|X
/
AlB N a|R|[s ulv Y|z
P
C T|X
/
AlB F N a|R|s ulv Y|z
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2.jednofazova strategie

Insert (X, T) - pseudokod

* While hledej listy x

Pouze faze top-down

. if (je uzel plny)

. najdi median (mezi klici naplnéného uzlu)
. rozdél (split) uzel na dva

. vloz (insert) median do rodice (parent).

Insert x a zastav.
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Strategie pro upravy B-stromu

Dve principialni strategie

1. Vice-fazova strategie:

. “fes problém, az kdyz se vyskytne”

2. Jedno-fazova strategie: [cormen]

. “fes problémy, nez nastanou”

e  Akce:

. Rozdél pIné uzly

. Slu€ uzly, které maji minimalni obsah (méné nez

minimum polozek).
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Delete pro B-stromy

Delete (X, T) = principy

e Pfiprichodu opravujeme uzly, které maji minimalni pocet klica (t-1)
e Pokud maji oba potomci jen t-1 kli¢li => operace merge: opacna operace k split
e Pokud jen jeden => presun predchldce/naslednika do rodice

e Pokud kofen nema zadny kli¢, zrusime jej a nahradime jeho jedinym
potomkem => snizeni vysky stromu
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Delete pro B-stromy (ukazka)

(a) 1nitial tree

(b) F deleted: case 1

Minimalni stupen t = 3
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Delete pro B-stromy (ukazka)

(b) F deleted: case 1

(c) M deleted: case 2a
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Delete pro B-stromy (ukazka)

(c) M deleted: case 2a

iF

(d) G deleted: case 2¢

Y

£ i
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Delete pro B-stromy (ukazka)

(d) G deleted: case 2¢

C L

{i
D E J K

(e) D deleted: case 3b @
P
VL

G BT
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Delete pro B-stromy (ukazka)

(e) D deleted: case 3b

/g

(e¢’) tree shrinks
in height
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(e") tree shrinks
in height

(f) B deleted: case 3a

Delete pro B-stromy (ukazka)

A

C

J

K

Karel Richta a kol. (CVUT FEL)

Cerveno-¢erny strom a B-strom
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Maximalni vyska B-stromu

* h<log "m /2] ((N+1)/2)

e Dava horni hranici pristupt na disk.

* Viz [Maire] nebo [Cormen] podrobnosti
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The End
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