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Pri navrhu reseni néjakého problému se snazime najit algoritmus, ktery
dany problém resi.

Zpravidla Ize rychle navrhnout naivni feseni, které primo vychazi z definice
problému. Toto resSeni ale zpravidla nebyva prilis efektivni — problém je
zadan tak, aby jeho popis byl co nejjednodussi, naivni reseni toto zadani
kopiruje.

Pt.: problém razeni posloupnosti Cisel Ize vyjadrit tak, ze hledame
permutaci vstupni posloupnosti, ktera je serazena (napfr. vzestupné).
Naivni reSeni tedy bude probirat vSechny permutace vstupni posloupnosti
a kazdou testovat, zda je serazena. V nejhorsim pripadé tedy najdeme
spravné reseni jako posledni a slozitost razeni bude O(n!).

Pokud by byla vstupni data konecna a dostatecné mal3, lze predpoditat
vSechny vystupy a odpovidajici algoritmus by mél konstantni slozitost O(1).

Ve skutecnosti jsou ale vstupni data zpravidla v principu nekonecna a pro
navrh algoritmu musime pouzit néjakou metodu zalozenou na rekurzi.
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Slozité problémy resime zpravidla rozkladem na problémy jednodussi — tzv.
podproblémy. Podproblémy mohou byt jednodussi instance stejného
problému.

Podle zpusobu rozdéleni na podproblémy Ize pri reseni problému
rozkladem na podproblémy rozliSovat pripady, kdy se vyclenéné
podproblémy neprekryvaji — pak zpravidla vyuzivame klasické rekurzivni
reseni pomoci techniky rozdél a panuj.

Pokud se podproblémy mohou prekryvat, lze vyuzit tzv. dynamického
programovani, kde muzeme castecna reSeni uchovavat a pripadné pozdéji
opakovaneé vyuzit.

Podproblémy k feseni lze také vyrazovat, pokud nevedou k reseni Ci nejsou
perspektivni — technika nazyvana prorezavej a hledej, prip. pokud se pak
vracime k plvodnimu problému nazyvana prohledavani s navratem
(backtracking).
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Rekurze je metoda zapisu algoritmu, kde se stejny postup opakuje na castech
vstupnich dat.

Vyhody:

uspora: zapis kodu je kratsi a konecnym zapisem lze definovat e mnozinu dat,
prirozené vyjadreni: opakovani a sebepodobnost jsou v prirodé bézné,
intuitivni vyjadreni: explicitné pojmenovava to, co se opakuje v mensim,

expresivni vyjadreni: rekurzivni specifikace umoznuje pomérné snadnou
analyzu slozitosti a ovéreni spravnosti (viz napr. MERGESORT dale).

Nevyhody:

interpretace nebo provadéni rekurzivniho kddu pouziva systémovy zasobnik
pro preddni parametrud volani a proto vyzaduje systémovou pamét navic,

dynamicka alokace systémového zasobniku a ukladani parametr na néj navic
predstavuje také casovou rezii.

Kvuli vypocetni Uplnosti ale prakticky vSechny dnesni programovaci jazyky
rekurzi povoluiji.
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Navrh algoritmu technikou rozdél a panuj ma tri faze:

— rozdéleni problému na mensi podproblémy (divide),

— rekurzivni volani sama sebe na mensi podproblémy (conquer) a
— sestaveni vysledného reseni z feSeni podproblému (combine).

Jako kazda rekurze, i algoritmy zalozené na technice rozdél a panuj musi
nékdy svUj rekurzivni sestup zastavit. Typicky se tak déje u trivialnich
velikosti problému.

Déleni na podproblémy pouzijeme pro netrivialni velikosti dat.

Zpravidla lIze rozlisit déleni na déleni vyvazené, kdy se vstupni data
snazime rozdélit na neékolik velikosti vyvazenych podskupin.

DalSi rozliseni technik rozdél a panuj Ize charakterizovat podle dlrazu
kladeného bud' na analyzu vstupnich dat (divide), nebo na syntézu vystupu
(combine).
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Vyvazené déleni vstupni posloupnosti na priblizné stejné velké casti:

— Ddraz kladen na analyzu vstupu — snazime se rozdélit vstupni posloupnost na
dvé priblizné stejné velké ¢asti, kde prvni obsahuje data, ktera jsou vSechna
mensi nez data druhé skupiny — razeni délenim (QUICK-SORT).

— Duraz kladen na syntézu vystupu — vstupni posloupnost rozdélime bez
rozmysleni na dvé pfriblizné stejné velkeé Casti. Pri syntéze sluCujeme serazené
posloupnosti do vysledku — razeni slu¢ovanim (MERGE-SORT).

Nevyvazené déleni vstupni posloupnosti na cast obsahujici jeden prvek a
zbytek:
— Dduraz kladen na analyzu vstupu — snazime se ve vstupni posloupnosti najit
minimalni prvek, ktery vloZzime do Cela vystupni posloupnosti — fazeni pfimym
vybérem (SELECTION-SORT).

— Dduraz kladen na syntézu vystupu — ze vstupni posloupnosti oddélime bez
rozmysleni prvni prvek, ktery pri syntéze zaradime do vysledku na spravné
misto — razeni zatfidovanim (INSERTION-SORT).
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P¥.: Razeni slu¢ovanim (MERGE-SORT)

Rekurzivni reseni - potfebujeme seradit obsah pole A meziindexyp ar
1. Najdeme pfriblizny stfed g a rozdélime A na dveé ¢asti: p...g a g+1...r
2. Rekurzivné sefadime obé ¢asti
3. Serazené casti sloucime

MERGE-SORT(A, p, r) Casova slozitost T(n):

L. ifp<rthen{ Pro n=1 — konstantni

2. q = |_(p + r)/ZJ; Pro n>1 — 2-krat seradit poloviny + slouceni
3. MERGE-SORT(A, p, q);

4. MERGE-SORT(A, g + 1, r); T(n) = (1)

5. MERGE(A, p, q, ) 2T (n/2) + ©(n)

6.}

Tj. T(n) = @ (nInn) ... naucime se pozdeji
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Linearni rekurze: V téle algoritmu je pouze jedno rekurzivni volani anebo
jsou dve, ale vyskytuji se v disjunktnich vétvich podminénych prikazl a
nikdy se neprovedou soucasné.

Pr.: Faktorial

FAC(n) =1 ifn=1,
FAC(n) = n *FAc(n - 1) if n>1.

Koncova rekurze (tail recursion): rekurzivni volani je poslednim prikazem
algoritmu, po kterém se uz neprovadeji zadné dalsi "odlozené” operace.

P.: Nejvétsi spolecny délitel (Euclidav algoritmus): Necht n > m > 0.

GCD(n, m)=n ifm=0,
GCD(n, m) = GCD(m, REMAINDER(n, m)) if m > 0.
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Typy rekurze (pokr.)

» Kaskadni rekurze: V téle algoritmu jsou vedle sebe aspon dveé rekurzivni
volani. Viz MERGESORT, QUICKSORT.

* Pr.: Fibonacciho Cisla

F(n)=1 ifn=1,2
F(n)=F(n-1)+F(n-2) if n> 2.

* Vnorena rekurze: Rekurzivni funkce, jejiz argumenty jsou specifikovany
rekurzivne.

* Pr.: Ackermannova funkce (neni tzv. primitivné rekurzivni)

A(m,n)=n+1 ifm=0,
A(m,n)=A(m-1,1) ifm>0andn=0,
A(m,n)=A(m-1, A(m, n-1)) ifm>0andn>0.

* Neuvéritelné rychle rostouci funkce, viz
http://mathworld.wolfram.com/AckermannFunction.html.
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http://mathworld.wolfram.com/AckermannFunction.html
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Neefektivita rekurze

« Redeni pomoci rekurze nemusi byt nejefektivnéjsi, zejména pokud je rekurze
nelinearni.

* Uvazme problém nasobeni matic A a B: n

i = ik by
k=1

* Pron=1lje:T(1)=0 (1).

* Pro matice rozméru 2 x 2 (podobné pro libovolnou mocninu 2) :

(Cu C12)(A11 A12)_(Bll 312)
G Axn Az Bo1 B

Ci1 = A11B11 + A12Bx
C12 = A11B12 + A12B2
Co1 = A21B11 + A2 By
Co2 = A21B12 + A2 B
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Reéeni bez rekurze

SQUARE-MATRIX-MULTIPLY (A, B)

n = A.rows
let C be a new n x i matrix
fori = lton
for j = lton
E;'j'=[|
fork = lton
Cij = Cij + @ik - bi;

o0 ~1 O h B e b =

return C

* Evidentné je slozitost pro ctvercové matice rozmeéru n dana 3-mi
vnorenymi cykly v rozsahu od 1 do n:

T(n) = O(n3)

Karel Richta (CVUT FEL) Techniky navrhu algoritm B6B36DSA, 2021, Lekce 2, 11/42



Datové struktury a algoritmy

Rekurzivni reseni

* Uvazime pro predstavu, Ze n je mocnina 2 (abychom mohli matici rozdélit
napll v obou smérech).

C11 = A11B11 + A12B21
SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE (A4, B) Cio = A11B1s + A12Bo
1 n = A.rows _ Co1 = A21B11 + A2 B
2 let C be anew n x n matrix
T ifp == 1 Coo = A1 B12 + A2 B2
4 C1y = dyy - by,
5 else partition A, B, and C
6 C;; = SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A,,. B{;)
+ SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE (A2, B21)
7 C12 = SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A11. B12)
+ SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE (A5, B,5)
8 C,; = SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A,,. By;)
+ SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE(A22, B2;)
9 (32 = SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE (A2, B12)
+ SQUARE-MATRIX-MULTIPLY-RECURSIVE( A5,, B,5)
10 return C
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Slozitost rekurzivniho reseni

* Evidentné pro n=1 je: T(1) = ©(1).

* Pron>0jenutno vzit v ivahu narocnost rozdéleni na
submatice, coz je ©(1).

e Dale je nutno rekurzivné vynasobit 8 dvojic polovicnich
matic, coz je 8xT(n/2).

e Vysledné matice je pak nutno secist, tj. 4-krat secist 2
matice velikosti n/2 x n/2, coz je ®(n?).

e Celkove tedy
T(n) = ©(1) + 8xT(n/2) + O(n2)

* Lze ukazat, ze z toho plyne celkova slozitost:
T(n) = O(n?)

C11 = A11B11 + A12B21
Ci2 = A11Bi2 + A12B
Co1 = A21B11 + A2 B
Co2 = A21B12 + A2 B2
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Strassenovo nasobeni matic

e Hlavni myslenka: snizime pocet rekurzivnich volani na sedm za cenu
navyseni poctu scitani (i presto se to vyplati).

C11 = A11B11 + A12B2
Ci2 = Au1 B2 + A12B2
Co1 = A21B11 + A2B2
Coo = A21B1o + A2 B2

Karel Richta (CVUT FEL)

S1 = Bio — By
S = A1 + A
S3 = A1 + A
S4 = Bo1 — Bix
S5 = A11 + Ax
S¢ = B11 + B2
S7 = A1 — Ax
Sg = By + B
Sg = Az1 — Al

S10 = B11 + B2

Pr=A1n-5
Py =5 B
P; = 53-Bn1
Py = Az - 54
Ps = S5 - S6
Pe = S7- Ss
P7 = 59 - S10
T(1)=0(1)

T(n) =7T(n/2) +©(n?)
T(n) = ©(n'827)

Techniky navrhu algoritm{
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Rekurzivni programovani ma zakladni oporu v teoretické informatice, kde

bylo dokazano, Ze:

1. Kazdou funkci, kterda muze byt implementovana na vonNeumannovském
pocitaci, lze vyjadrit rekurzivné bez pouziti iterace.

2. Kazda rekurzivni funkce se da vyjadrit iterativné s pouzitim zasobniku
(implicitni zadsobnik se stane viditelny uzivateli).

Koncovou rekurzi lze vzdy nahradit iteraci bez nutnosti zasobniku. Ta byva
zpravidla efektivnéjsi.

V rekurzivni procedure se pri rekurzivnim volani téhoz podprogramu
(procedury nebo funkce) musi na systémovy zasobnik ulozit hodnoty
parametrd a lokalnich proménnych volajiciho podprogramu.

Pri ndvratu po ukonceni tohoto vnoreného volani se tyto hodnoty obnovi.
Vyska zasobniku se rovna hloubce stromu rekurzivnich volani procedury.

Rekurzivni vypocet ma tedy skrytou pamétovou ndro¢nost Umérnou
hloubce tohoto stromu.
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Zadani:
* Procedura BINARY-SEARCH prochazi sefazené pole A v zadaném rozsahu

Allow..high] a hleda zadanou hodnotu v. Vraci index nalezené hodnoty,
nebo NIL jako priznak, ze hodnota v v daném useku nebyla nalezena.

* Oznaceni jako binarni hledani je zalozeno na myslence, ze obsah pole A lze
rozdélit na dveé casti a podle hodnoty v misté déleni hledat dale jen v jedné
z téchto casti (také se mluvi o hledani binarnim pualenim).

e Zkusime navrhnout rekurzivni i iterativni verzi tohoto algoritmu jako
odpovidajici procedury RECURSIVE-BINARY-SEARCH a ITERATIVE-BINARY-SEARCH
s parametry BINARY-SEARCH(A, v, low, high), kde A je prohledavané pole, v je
hledana hodnota a low..high je vymezeni prohledavaného useku.

* Naivni feseni hrubou silou je postupné prochazeni pole A v rozsahu
low..high a porovnavani A[i] s hodnotouv. Slozitost této verze bude zrejmé
®(n), nebot v nejhorsim pripadé musim projit Usek cely a porovnat
vsechny prvky. Zkusme najit reseni efektivnéjsi.
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Rekurzivni verze BINARY-SEARCH

RECURSIVE-BINARY-SEARCH (A, v. low. high)

if low > high
return NIL
mid = |(low + high)/2]|
if v == A[mid]
return mid
elseif v > A[mid]
return RECURSIVE-BINARY-SEARCH(A. v, mid + 1. high)
else return RECURSIVE-BINARY-SEARCH(A. v, low, mid — 1)

* Procedura vidy skonci (rekurze pracuje vidy s mensim a mensim
rozsahem).

* Slozitost je dana: T(n) = T(n/2) + ©(1) = O(Ig n).
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Iterativni verze BINARY-SEARCH

ITERATIVE-BINARY-SEARCH (A. v, low. high)

while /ow < high
mid = |(low + high) /2]

if v == A[mid|
return mid
elseif v > A[mid)|
low = mid + 1
else high = mid — 1
return NIL

* Procedura vidy skonci (indexy v iteraci se pfiblizuji).
SloZitost je dana: T(n) = T(n/2) + ®(1) = O(Ig n).
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Pr.: Halda

e (Binarni) halda (heap) je témér uplny (bindrni) strom. Nelplnd mlze byt
pouze posledni vrstva listl a to jesté jen zprava:

* Halda muze byt usporadana vzestupné (MIN-HEAP), kdy je minimum na
vrcholu (v korenu), nebo sestupné (MAx-HEAP), kdy je na vrcholu maximum
— tu budeme pouzivat (viz obr.).

* Hloubka uzlu v haldé (HEIGHT) je rovna poctu hran z uzlu do nejblizsiho listu
stromu. Hloubka haldy = hloubka korene stromu = ®(Ig n).
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Budovani haldy

 Halda mlze byt ulozena v poli A — viz obr.:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A N

—~

16|/14110({ 8 |7 9|3 |2 |41

(b)

 Koren haldy je A[1], rodiC A[/] je A[|_i/2J], levy potomek A[i] je A[2*i], pravy
potomek A[i] je A[2*i + 1], tj.:

PARENT(i) = Li/2]
LEFT(i) = 2*i
RIGHT(i) = 2*i + 1 (lze realizovat posuny).
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Pro haldy takové, Ze nejvétsi element je v korenu haldy a smérem k listiim
se hodnoty snizuji, plati vlastnost MAxX-HEAP: pro vsechny uzly s indexem i plati
(s vyjimkou kofene):

Vi > 1.A[PARENT(i)] = A[f] (MAX-HEAP)
Indukci a na zakladé transitivity Max-HEAP Ize ukazat, ze tato vlastnost
zarucuje, ze maximalni element je kofen haldy. Tuto vlastnost haldy
vyuzijeme pozdéji pfi navrhu algoritmu HEAPSORT.

Nejprve navrhneme proceduru Max-HEAPIFY(A,i), ktera bude pro dany
prvek zjistovat, zda neni mensi nez jeho potomci (splfiuje vlastnost Max-
HEeAP). Pokud ji nesplnuje, prehodi prvky tak, aby Max-HEeaP platilo.

Predpokladame, ze levy i pravy podstrom stromu s kofenem v i spliuji
vlastnost MAx-HEAP.

Po skonceni procedury MAX-HEAPIFY(A,i), bude podstrom s korenem
v i splnovat vlastnost MAX-HEAP.

Pozn.: Obecné lze konstruovat k-arni haldy, nejen binarni.
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Rekurzivni MAX-HEAPIFY

Rekurzivni algoritmus MAX-HEAPIFY (tvorba haldy rekurzi):

MAX-HEAPIFY(A, i) {

1. = LerFT(i);

2. r=RIGHT();

3. if (I < Heapr-Size (A) & A[l] > A[i])

4 then Largest = |,

5. else Largest = i;

6. if (r < HeaP-Size(A) & A[r] > A[Largest])

7 then Largest =r;

8. if (Largest # i)

9 then {A[i] <> A[Largest] ; Max-HEAPIFY(A, Largest)}
}

Karel Richta (CVUT FEL) Techniky navrhu algoritm{ B6B36DSA, 2021, Lekce 2, 22/42




Datové struktury a algoritmy

Jak to funguje
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Jak funguje MAX-HEAPIFY

Largest

MAX-HEAPIFY(A, i) {
| = LEFT(/);
r = RIGHT(/);
if (/ < HEAP-SIZE (A) &

1
‘o ®
4. Alll > Ali])
/ \ / \ Z then Largest=.l;
7
8
9

else Largest = i;
if (r < HEAP-SIZE(A) &

. Alr] > A[Largest])
. then Largest =r;
10.if (Largest # i)
11. then{

12, Ali] ¢ AllLargest] ;
13. MAX-HEAPIFY(A, Largest)}
}
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Largest

\
\
\
\
\
\

\
l\

\
\

\3/\

Jak funguje MAX-HEAPIFY

\
'/\

e
0

/\\
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MAX-HEAPIFY(A, i) {
1. = Ler1();

2. r=RIGHT(i);

2. if (I £ HEAP-SIZE (A) &

4 Alll > Ali])

5. then Largest = |,

6 else Largest = i;

7. if (r < HEAP-SIZE(A) &

8 Alr] > A[Largest])

9 then Largest =r;

10.if (Largest # i)

11. then{

12, Ali] ¢ AllLargest] ;

13. MAX-HEAPIFY(A, Largest)}
}
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Jak funguje MAX-HEAPIFY

Largest
MAX-HEAPIFY(A, i) {
| = LEFT(/);
r = RIGHT(/);
if (/ < HEAP-SIZE (A) &

/ \ / \ el
7
8
9

/

else Largest = i;
if (r < HEAP-SIZE(A) &

. Alr] > A[Largest])
. then Largest =r;
10.if (Largest # i)
11. then{

12, Ali] ¢ AllLargest] ;
13. MAX-HEAPIFY(A, Largest)}
}
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Jak funguje MAX-HEAPIFY

Largest
\ MAX-HEAPIFY(A, i) {

1. = Ler1();

2. r=RIGHT(i);

2. if (I £ HEAP-SIZE (A) &

4. Alll > Ali])

5. then Largest = |,

6. else Largest = i;

3 7. if (r < HEAP-SIZE(A) &

8. Alr] > A[Largest])

9. thenLargest=r;

10.if (Largest # i)

11. then{

12, Ali] ¢ AllLargest] ;

13. MAX-HEAPIFY(A, Largest)}
}
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Datové struktury a algoritmy

Jak funguje MAX-HEAPIFY

Largest
16 MAX-HEAPIFY(A, i) {
i 1. = Ler1();
/ \ 7. r=RIGHT(/);
2. if (I £ HEAP-SIZE (A) &
oy 14 ’ 0 4 Al Al
/ \ / \ 5. then Largest = |,
; 6. else Largest = i;
8 7 9 3 7. if (r < HEAP-SIZE(A) &
8. Alr] > A[Largest])
9. thenLargest=r;
10.if (Largest # i)
11. then{
5 1 12, Ali] ¢ AllLargest] ;
13. MAX-HEAPIFY(A, Largest)}
}
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Datové struktury a algoritmy

Iterativni MAX-HEAPIFY

lterativni algoritmus MAX-HEAPIFY (tvorba haldy iteraci):

MAX-HEAPIFY(A, i) {

1. while (i <[ Heap-SizE(A)/2 ) {

2. | = LEFT(i);

3. r = RIGHT(i);

4, if (/ < HEaP-S1ze(A) & A[l] > A[i])

5. then Largest = | else Largest = i;
6. if (r < HEAP-SIZE(A) & A[r] > A[Largest])
7. then Largest =r;

8. if (Largest # i) return;

9. Ali] > AlLargest]; // vyména

10. I = Largest;

11. }
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Datové struktury a algoritmy

Razeni pomoci haldy (HeapSort)

Vyuzijeme MAX-HEAPIFY k naplnéni pole A

BUILD-MAX-HEAP(A)

1 A.heap-size = A.length

2 fori = |A.length/2] downto 1
3 MAX-HEAPIFY(A.i)

Pak zkontrolujeme pomoci MaAx-HEAPIFY vSechny prvky A

HEAPSORT(A)

1 BUILD-MAX-HEAP(A)

2 fori = A.length downto 2

3 exchange A[l] with A[i]

4 A.heap-size = A.heap-size — 1
5 MAX-HEAPIFY(A. 1)
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Datové struktury a algoritmy

Rekurzivni QUICK-SORT

Rekurzivni algoritmus razeni délenim

QuICcK-SORT(A, low, high) {
if (low < high)
then{ pivot & SELecTPIVOT(A, low, high);
mid € RozDEL(A, low, high, pivot);
QuUICK-SORT(A, low, mid);
QuUICK-SORT(A, mid + 1, high)

1.
2.
3.
4.
5.
6.
)
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Datové struktury a algoritmy

Méne rekurzivni QUICK-SORT

Meéneé rekurzivni algoritmus razeni délenim

QuIcK-SORT(A, low, high) {

while (low < high) {
pivot = SELECTPIVOT(A, low, high);
mid = RozDEL(A, low, high, pivot);
QUICK-SORT(A, low, mid);

low = mid + 1

— o v AW R
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Datové struktury a algoritmy

Pr.: Optimalizace nakupu a prodeje akcii

* Predpokladejme, ze mame moznost investovat do akcii Volatile Chemical
Corporation. Cena akcii této spolecnosti se hodné meéni.

 Madame povoleno zakoupit jednu akcii za den, prodat ji mGdzeme nejdrive
pristi den. Pro kompenzaci tohoto omezeni, mGZeme zjistit cenu akcie
v budoucnosti (viz graf a tabulka pro pristich 17 dna):

120
110 e
100 / \ il .W/“"""-\
N\ / S

=0 \ / .
I A4
60 -— T T T T T T T T T T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 11 12 13 14 15 16
Dhay | 0 | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Price 00 113 110 &5 1os 102 86 63 81 101 94 106 101 79 94 QO 97
Change I3 -3 —25 20 -3 —16 —23 18 20 —7 12 —5 =22 15 —4 7

* Nas cil je maximalizace zisku.
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Akcie mizeme zakoupit kdykoliv, poc¢inaje dnem 0 (cena je $100 za akcii).

Samozrejme se snazime “buy low, sell high”, abychom maximalizovali zisk.

Nanestésti nelze zakoupit akcie za nejnizSi cenu a poté prodat za cenu
nejvyssi v ramci uvedeného intervalu. Podle tabulky je nejnizsi cena
v 7.den, coz je po 1.dni, kdy byla cena nejvyssi.

Zpocatku si mizeme myslet, Ze maximalizace zisku dosahneme tak, ze
najdeme nejvyssi a nejnizsi cenu, poté najdeme nejnizsi cenu pred cenou
nejvyssi a nejvyssi cenu po cené nejnizsi. Z téchto moznosti vybereme
dvojici s nejvétsSim rozdilem cen. To ale neni pravda — viz obrazek:

11
10
9

o =] oo

I —]

Day

1

S I ]
de

Price
Change

11 10 6
1 -4 3 —4
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Datové struktury a algoritmy

Naivni reseni hrubou silou

* Naivni reSeni hrubou silou je zalozeno na nasledujicim postupu:

e Vyber vsechny dvojice nakup-prodej takové, ze datum nakupu predchazi
datum prodeje. UvaZujeme-li interval n dn(, pak takovych dvojic muze
existovat (2 ) kombinaci, coz odpovida slozitosti ®(n?).

* V nejlepsSim pripadé muzeme kontrolu jedné dvojice provést v konstantnim
Case, cemuz odpovida celkova sloZitost Q(n?).

e Lzeto resit lépe?
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Abychom se pokusili navrhnout lepsi algoritmus, mizeme zkusit zpracovat
vstup jinym zpUsobem. MUizZeme se pokusit najit ve vstupu takovou
posloupnost dvojic dnd, kde je maximalni Cisty rozdil mezi pocéatecni a
koncovou cenou. Misto, abychom uvazovali ceny v urcitém dni, zabyvame
se zmeénami v cené za den —zmeéna za den se urci jako rozdil mezi cenou

v dobé ja cenou v dobé i+1. Vysledkem je nize uvedené pole A:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Al13]-3|-25/20 -3 |-16]-23| 18 |20 [ -7 [12[-5|-22[15| 4| 7 |

maximum subarray

V tomto poli se mizZzeme pokusit nalézt spojity Usek, jehoz soucet hodnot
je maximalni. V naSem prikladu je to usek mezi indexy 8 a 11, kde soucet
hodnot je 43 (tzv. problém maximalni podposloupnosti).

Vysledek rika, ze bychom méli nakupovat akcie tésné pred dnem 8 a
prodavat po dni 11, vynos bude $43 za akcii. SlozZitost je ale stale ®(n?).
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Predpokladejme, ze chceme najit maximalni podposloupnost v poli
Allow...high]. Technika rozdél a panuj rika, ze bychom méli pole rozdélit na
mensi ¢asti — pro vyvazené déleni na dveé priblizné stejné casti.
Nalezneme tedy stfed — index mid, a uvazujeme dvé podposloupnosti
Allow...mid] a A[mid...high]. Libovolny spojity usek A[i...j] musi lezet
v jedné z nasledujicich ¢asti:

— cely v podposloupnosti A[low...mid], takze low < i <j < mid,

— cely v podposloupnosti A[mid+1...high], takze mid < i <j < high,

— nebo pretina hranici zlomu, takze low < i < mid < j < high.
V prvych dvou pripadech mizeme hledani maximalni podposloupnosti
v poli A[low...high] prevést na hledani maximalni podposloupnosti v poli
Allow...mid] nebo A[mid...high].

V poslednim pripadé se nejednd o zmensenou instanci pavodniho
problému, nebot musime najit obé ¢asti a kombinovat je — tim zaCnheme.
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Datové struktury a algoritmy

Hledani podpole pretinajiciho hranici

FIND-MAX-CROSSING-SUBARRAY(A, low, mid, high)

1. left-sum = - e=; sum = 0;

2. fori=mid downto low { // maximalni podpole na konci levé ¢asti
3. sum =sum + Alil;

4, if sum > left-sum then { left-sum = sum; max-left =i}

5}

6. right-sum = - o=; sum = 0;

7. forj=mid+ 1to high {// maximalni podpole na zac¢atku pravé ¢asti
8. sum =sum + A[jl;

9. if sum > right-sum then { right-sum = sum; max-right = j }

10. }

11. return (max-left, max-right, left-sum + right-sum)

Slozitost ®(n), pro n = high —low + 1
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FIND-MAXIMUM-SUBARRAY(A, low, high) Slositost O(n*log.n)
2

if high == low
return (low, high, A[low]) // trividlni pfipad: pouze jeden element
else mid = | (low + high)/ZJ;
(left-low, left-high, left-sum) = FIND-MAXIMUM-SUBARRAY(A, low, mid);
(right-low, right-high, right-sum) =
FIND-MAXIMUM-SUBARRAY(A, mid + 1, high);
(cross-low, cross-high, cross-sum) =
FIND-MAX-CROSSING- SUBARRAY(A, low, mid, high);
if left-sum > right-sum and left-sum > cross-sum
return (/eft-low, left-high, left-sum)
elseif right-sum > left-sum and right-sum > cross-sum
return (right-low, right-high, right-sum)
else return (cross-low, cross-high, cross-sum)
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Problém modelujeme pomoci stavového prostoru

Stav zde predstavuje souhrn vSech dulezitych aktualnich hodnot
Vstupni data: pocatecni stav

Vystupni data: koncovy stav(y)

Stavy modelujeme jako uzly grafu, zmeény stavu jako prechody mezi uzly
reprezentujici néjakou akci — modelujeme je jako hrany grafu (orientované,
prip. neorientované)

Redeni problému vyjad¥ime jako algoritmus, ktery nalezne cestu ve
stavovém prostoru vedouci z pocatecniho stavu do stavu koncového

Zakladni typy: prohledavani do Sirky a prohledavani do hloubky

Tyto techniky budeme podrobnéji probirat, az budeme probirat grafy a
dalsi vhodné datové struktury

Priklad: 3 misionari, 3 kanibalové, reka a lodka pro 2 osoby. Jak prepravit
vSechny na druhou stranu?
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* Tento postup optimalizace hledani je zalozen na postupném

vyrazovani casti prohledavanych dat a tim redukovanim
slozitosti hledani.

* Toto paradigma je velmi podobné algoritmum typu rozdél a
panuj (divide and conquer), zasadni rozdil je ovSem v tom, Ze
pri prorezavani neprochazime vsechny vétve, ale pouze ty,
které pro nas davaji smysl.

* V dynamickém programovani se snazime neopakovat vypocty,
tady se snazime je nedélat vubec.
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Hledame i-té nejnizsi Cislo v nesefrazeném seznamu Cisel.
Jednoduchy postup je seradit seznam a vybrat i-ty prvek -
tento postup vsak neni nejefektivneé;jsi.

Vyuzijeme délici funkce pouzité v algoritmu QUICKSORT, ktera
v daném poli vybere pivota a prvky mensi nez pivot prehazi do
levé Casti pole a prvky vétsi do praveé casti. Z pozice pivota

v tomto poli muzeme urcit, zda hledat i-té nejnizsi Cislo v levé
nebo praveé casti - v té rekurzivneé opakujeme postup, druhou
casti se pak dale nemusime zabyvat.

Priklad operuje nad globalnim polem array a vyuziva
nasledujici funkci: int RSPLIT(1,r) - v Casti pole urcené
indexy 1 a r vybere pivota a prohazi prvky pole tak, aby prvky
mensi nez pivot byly nalevo a vétsi napravo. Navratova
hodnota je index pivota.
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int[] array; //
int RSELECT(int 1, r, i) {
// Vrati index i-tého nejmensiho prvku
int q = RSPLIT(1, r); // q je pivot
intm=q -1+ 1; // m je pocet prvki pred pivotem
if i < m then return RSELECT(1l, q - 1, i);
// Vlevo je vice prvkd nez i - tedy i-ty nejmensi musi lezet tam
elsif i = m then return q;
// Vlevo je pravé i prvkl - pivot je i-ty nejmensi
else return RSELECT(q + 1, r, i - m);
/* Vlevo je méné prvkd nez i - i-ty nejmensi musi lezet
v pravé pod¢asti. i je zmenseno o pocet mensich prvki,
které jsme jiz nasli (nalevo od pivota) */
endif;
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* Je to postup prevzaty z vypocetni geometrie, kdy
postupujeme mezi objekty zleva doprava (zpravidla x
souradnice) a postupné zpracovavame mista (vyjadrena
souradnici po které postupujeme), ktera nas zajimaji.

— Pro predstavu se pouziva idea svislé zametaci primky, ktera
predstavuje onu hranici posouvajici se zleva doprava.

» Zakladni charakterizujici body jsou:

— Suneme svislou prfimku (scanline, SL, zametaci pfimku) zleva doprava
nad mnozinou objektd.

— Primku posouvame na souradnice, které nas zajimaji (napr. mezi body
na grafu - nikoliv po x++).

— Souradnice, na které se chceme dostat, jsou v prioritni fronté (tu
nazyvame postupovy plan, x-struktura).

— 0jiz projitych mistech/soutadnicich si ukldadame informace (nazyva se
y-struktura).
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Prostorem P, na némz probiha reseni, prolozime zametaci
nadrovinu r (primku v 2D, rovinu v 3D) a tuto nadrovinu
posouvame mezi dvéma meznimi polohami prostoru P.

Spolu s nadrovinou udrzujeme datovou strukturu S (y-
struktura). Nadrovina rozdéluje prostor feseni na , levy”
poloprostor, v nemz jiz uloha byla vyresena a ,,pravy”
poloprostor, v nemz se reseni bude hledat.

Struktura S obsahuje vSechny informace o stavu reseni ulohy
v levém podprostoru, které jsou relevantni pro reseni

v pravém podprostoru. Stav struktury S se meéni s polohou
zametaci nadroviny. Nadrovina se posouva do pozic, kde se
meéni stavy reseni. Tyto pozice se nazyvaji postupovy plan (x-
struktura).
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Oznacme stav zametaci primky y-struktura. Zametaci primku
budeme posouvat reSenym prostorem zleva doprava podle
postupového planu, ktery oznaCime x-struktura. Zametaci
techniku muzeme vyjadrit pseudokdédem:

1: Inicializace x-struktury a y-struktury;
2: while x-struktura # & do
begin p:=minimalni prvek z x-struktury;
Posun zametaci primku do p;
Vyjmi minimalni prvek z x-struktury;
Uprav y-strukturu;
Generuj nové reseni odpovidajici stavu y-struktury;
Uprav x-strukturu;
end;
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Hledam minimalni body (takové, kde v levém dolnim
segmentu nejsou zadné body):

1. Seradim body dle x a ulozim do x-struktury.

2. Pamatuji si v y-strukture jednu hodnotu - minimalni
(nejspodnéjsi) y souradnici. (Prvotni hodnota je
nekonecno).

3. Zametaci pfimku umistuji do bod( x-struktury (tedy

prochazim zleva doprava body a v kazdém provedu
aktualizaci y-struktury).

4. Aktualizuji y-strukturu - pokud je aktualni souradnice
mensi nez hodnota v y-strukture, nahradim.
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1. Setridime body podle x-ové souradnice, oznacime je b,,...,b,.
2. VloZzime do horni a dolni obalky bod b;: H < D < (b,).
3. Prokazdy dalsibod b =b,,...,b_:
Prepocitame horni obalku:
a) Dokud |H|=2,H=(...,h,_;,h,)a dhel h _,hb je orientovany doleva:
Odebereme posledni bod h, z obalky H.

b) Priddme bod b na konec obalky H.
Symetricky prepocéteme dolni obdlku (s orientaci doprava).

4. \Vysledny obal je tvoren body v obalkach H a D.

Slozitost: ®(n)

B6B36DSA, 2021, Lekce 2, 48/42



Datové struktury a algoritmy
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Existuji pripady, kdy brutalni sila vitézi. Jinymi slovy naivni
algoritmus muze byt nékdy uspésnym resenim. Jako pfriklad
uvazme hru ,, “. Brutalni sila je zde efektivni,
nebot feseni, které probihd vSsechny moznosti a vyskrtava e
neplatné kombinace vede k cili pfimoc&afe a pravdépodobné oot
nejrychleji. Sofistikované algoritmy pro prochazeni o
stavového prostoru moznosti tak Uspésné nebyvaiji. Je to
ale tim, ze rozsah stavového prostoru je pomérné maly —
variace K prvku tfidy N = NX. Pro N=4 a K=6 tedy 1296
moznych variaci. Maximalni pocet pokusu je < 5.

(1977) navrhl algoritmus:
1. Vytvorf mnozinu S zbyvajicich moznosti (na zacatku 1296). Prvy odhad bude aabb
Vyhod'z S vSechny moznosti, které neodpovidaji ohodnoceni.
3. Pro vsechny moZné odhady (nemusi byt v S) spocti, kolik budou eliminovat prvk
z S —to je jeho skore a vyber vidy odhad s nejmensim skore.
4. Jako dalsi odhad poufzij ten, ktery ma nejvétsi skdre (minimax).
5. Pokud jsi neuhodl, jdi na krok 2.

e
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Datové struktury a algoritmy

Kdy naopak vitézi rozdél a panuj

* Problém Hanojskych vézi - presun N diskt z tyce A na ty¢ B pomoci tyce C.
* http://www.mathsisfun.com/games/hanoi solver.html

* Jednoduché reseni pomoci techniky rozdél a panuj— pro presun N disk(
z tyCe A na tyC B pomoci tyCe C postupuj nasledovné:
— Presun N-1 disk( z ty¢e A na tyc C.
— Presun jeden disk z tyCe A na tyc B.
— Presun N-1 disk( z ty¢e C na tyc B.

 Redenina YouTube

* Jednoduché reseni zalozené na principu problému. Jina sofistikovanéjsi
reseni nejsou tak uspésna.

Vypravi se legenda, Ze nékde ve Vietnamu nebo Indii stoji klaster nebo chram, v némz jsou hanojské véze se 64 zlatymi kotouci.
Mnisi (knézi) kazdy den v poledne za zvuku zvonu slavnostné pfemisti jeden kotoué (v jinych verzich probiha premistovani nepretrzité).
V okamziku, kdy bude premistén posledni kotouc, nastane konec svéta.

Vyreseni tohoto hlavolamu pro 64 kotouct vsak vyZzaduje 21°64-1 = 18 446 744 073 709 551 615 tahd,
takZe i kdyby mnisi stihli provést jeden tah kazdou sekundu
(a postupovali nejkratsim moznym zplsobem), trvalo by jim vyreseni celého hlavolamu pfiblizné 600 miliard let.
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http://www.mathsisfun.com/games/hanoi_solver.html
http://www.google.cz/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=3&sqi=2&ved=0CDAQtwIwAg&url=http://www.youtube.com/watch?v=8yaoED8jc8Y&ei=zx9JUJ7XN4b6sgbE1IDoDg&usg=AFQjCNHPGk44sw-YL5_BV_oP1c84v6qktQ&cad=rja

Datové struktury a algoritmy

The End

Karel Richta (CVUT FEL) Techniky navrhu algoritm B6B36DSA, 2021, Lekce 2, 52/42




	Snímek 1
	Snímek 2: Techniky návrhu algoritmů
	Snímek 3: Rozklad na podproblémy
	Snímek 4: Rekurze
	Snímek 5: Technika „rozděl a panuj“ (divide-and-conquer, divide et impera)
	Snímek 6: Řešení řazení technikou rozděl a panuj
	Snímek 7: Př.: Řazení slučováním (Merge-Sort)
	Snímek 8: Typy rekurze
	Snímek 9: Typy rekurze (pokr.)
	Snímek 10: Neefektivita rekurze
	Snímek 11: Řešení bez rekurze
	Snímek 12: Rekurzivní řešení
	Snímek 13: Složitost rekurzivního řešení
	Snímek 14: Strassenovo násobení matic
	Snímek 15: Rekurze vs. iterace
	Snímek 16: Př.: Binární hledání (Binary-Search)
	Snímek 17: Rekurzivní verze Binary-Search
	Snímek 18: Iterativní verze Binary-Search
	Snímek 19: Př.: Halda
	Snímek 20: Budování haldy
	Snímek 21: Vlastnosti haldy
	Snímek 22: Rekurzivní Max-Heapify
	Snímek 23: Jak to funguje
	Snímek 24: Jak funguje Max-Heapify
	Snímek 25: Jak funguje Max-Heapify
	Snímek 26: Jak funguje Max-Heapify
	Snímek 27: Jak funguje Max-Heapify
	Snímek 28: Jak funguje Max-Heapify
	Snímek 29: Iterativní Max-Heapify
	Snímek 30: Řazení pomocí haldy (HeapSort)
	Snímek 31: Rekurzivní Quick-Sort
	Snímek 32: Méně rekurzivní Quick-Sort
	Snímek 33: Př.: Optimalizace nákupu a prodeje akcií
	Snímek 34: Př.: Pokračování
	Snímek 35: Naivní řešení hrubou silou
	Snímek 36: Řešení transformací na jiný problém
	Snímek 37: Řešení technikou rozděl a panuj
	Snímek 38: Hledání podpole přetínajícího hranici
	Snímek 39: Celkové řešení technikou rozděl a panuj
	Snímek 40: Techniky založené na stavech
	Snímek 41: Další technika: Prořezávej a Hledej
	Snímek 42: Příklad na Prořezávej a Hledej
	Snímek 43: Pseudokód pro Prořezávej a Hledej
	Snímek 44: Jiná možnost: Zametací technika
	Snímek 45: Zametací technika
	Snímek 46: Zametací technika - pseudokód
	Snímek 47: Zametací technika - Příklad
	Snímek 48: Př.: Algoritmus pro Konvexní Obal 
	Snímek 49
	Snímek 50: Kdy brutální síla vítězí?
	Snímek 51: Kdy naopak vítězí rozděl a panuj
	Snímek 52: The End

