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Datové struktury a algoritmy

Priklad: Vybér zameéstnance

HIRE-ASSISTANT (1)

1 best =0 // candidate O is a least-qualified dummy candidate
2 fori =1ton

3 interview candidate i

4 if candidate i 1s better than candidate best

5 best = i

6 hire candidate i
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Datové struktury a algoritmy

Naklady na vybér

* NasSim ukolem je spocitat naklady na vybér nejlepsiho kandidata, Cas zde
neni rozhodujici.

* Cena za provedeni interview: c;

* Cena za najmuti jednoho kandidata : ¢,
e Celkovy pocet kandidatl: n

* Najmeme: m

* Obecné jsou naklady: ¢;n + ¢,m

* Nejhorsi pripad: (c; + c,)n

* Nejlepsi pripad: ¢;n + ¢,

 Cosestane v primérném pripadé?
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Datové struktury a algoritmy

Pravdéepodobnostni analyza

* Pravdépodobnostni analyza — vyuziti znalosti z teorie pravdépodobnosti
pfi analyze slozitosti algoritmu.

* Potrebujeme odhad pravdépodobné distribuce vstupnich dat.

* Prdmér za vSechny mozné vstupy dle distribuce = pradmérny odhad ceny
(nebo ¢asu/paméti).
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Datové struktury a algoritmy

Prumérné naklady

* Problém najmuti zaméstnance:
— umime porovnat libovolné dva kandidaty,
— Oznacme kandidaty i = 1..n a jejich schopnosti rank(i) — vyssi ,,rank”
znamena lepsi schopnosti.

e Staci ndm posloupnost: {rank(1), ..., rank(n))
« =permutace kandidat: n! moznosti

Kazda je stejné pravdépodobna: rovnomeérné (uniformni) rozdéleni
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Datové struktury a algoritmy

Nahodny jev, velicina a pravdéepodobnost

* Jevovy prostor: mnozina ndhodnych jevdq, pf. ,,hod kostkou“:
S={0, 0 6 O HE H)
* Nahodny jev A je podmnozinou S (A< S):
A = {0, O, B} — interpretace: “maximalni hodnota hodu 3*
* Elementarnijevs je prvek S:
s=1[l
* Nahodna veli¢ina X pfirazuje nahodnému jevu realné Cislo:
A, = {E} = X=1, A, = {T} = X=2, A, = {H} = X=3, atd.
* Axiomy pravdéepodobnosti:
— Pr{A}>0 pro VA

— Pr{S}=1
— Pr{AUB}=Pr{A} + Pr{B}proANnB=0

Karel Richta a kol. (CVUT FEL) Randomizované algoritmy B6B36DSA, 2024, Lekce 5, 6



Nejjednodussi a nejlépe pouzitelny odhad distribuce hodnot nahodné
proménné je “prumeér” hodnot, kterych nabyva.

Stredni hodnota (ocekavani, primér) E[X] diskrétni nahodné proménné X
je:

EIX] =) x-Pr{X =x}

Tato suma je dobre definovana, jestlize je konecna, nebo konverguje.

Neékdy se oCekavana hodnota X zapisuje u, (pokud je nahodna proménna X
zfejma z kontextu, staci p).

Véta o linearité stredni hodnoty:
E[X+ Y] = E[X] + E[Y]
Linearita stfedni hodnoty plati, i kdyZ X a Y jsou zavislé ©
— 1. PriX=sxn Y=<y} =Pr{X=<x}-Pr{Y <y} provxay
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Datové struktury a algoritmy

Priklad

e Uvaime hru, kdy hazime dvéma mincemi. Vyhra je S3 za
kazdého orla, ale -S2 za kazdou pannu.

 (Ocekavana hodnota nahodné veliCiny X reprezentujici vyhru:
E[X] =6-Pr{2xorel}+
+1-Pr{l1 xorel, 1 x panna}—

—4 - Pr{2 x panna} =
=6-%+1-2-4-%h=1
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* Predpokladejme, ze mame dan jevovy prostor S a nahodny jev A. Pak
indikator ndhodné veliciny I{A} je urcen:

A} = 1 — pokud A nastane
| 0 — pokud A nenastane

* Uvazme priklad hazeni minci — jevovy prostor je S = {orel,panna}
s pravdépodobnostmi: Pr{orel} = Pr{panna} =% . MUzZeme definovat
indikator nahodné promeénné X,,,, pfifazeny k udalosti, kdy padne orel —
pak pro dany hod nabyde hodnoty 1, jinak O.

1 — pokud padne orel

Xorel = l{orel} = {O . pokud padne panna

e (Ocekavany pocet, kolikrat padne orel pro danou hru, je prosté hodnota
indikatorové promeénné X, .-
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Stredni hodnota nahodné veliciny “kolikrat padne orel”:
E[X,,..1] = E[{X,,.}] =1 x Pr{orel} + 0 x Pr{panna} =
=1xkB+0xk=)
Je to tedy %5 . Lze ukazat, ze odpovida pravdépodobnosti indikované udalosti.
Lemma: Bud prostor S moznych hodnot a méjme udalost A z prostoru S.
Necht X, = I{A}. Pak E[A] = Pr{A}.
Dukaz: E[A] = E[I{A}] =1 xPr{A} + O x Pr{—A} = Pr{A}
kde —A je komplement A, tj. —A =S —A. g.e.d.
Pro n hodu minci, bud’ X; = l{vysledek i-tého hodu}. Pak:
X=X,
A oCekavany pocet hodU, kdy padne orel:

E[X] = E[X]L, Xil = S, EX] = Bk, 5 = n/2
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Zameéstnanci: analyza prumeérnych nakladu

E[X] = ix Pr{X = x}

2
I

I {candidate i is hired}

1 if candidate i 1s hired ,
0 1if candidate i is not hired

X=X1+X2++Xn
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Zameéstnanci: analyza prumeérnych nakladu

* Plati:
E [X;] = Pr{candidate i is hired}

 Kandidata i najmeme pouze kdyz je lepsi, nez kandidati 1..i-1.
* Predpokladame, ze kandidati prichazeji v nahodném poradi.
* Pravdépodobnost toho, Ze je i je nejlepsi z kandidatl 1..ije: E (X;]=1/i

* Plati tedy: n n n
EX] = E|) Xi|= Y E[X]= ) 1/i

Inn + O(1)

soucet harmonické rady

. o - 1
Prumérné naklady tedy Cini: O(c;xn+c, xInn). | 1o, < ;E < lgn+1

V nejhorsim pripadé: O(c; xn + ¢, xn).
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Algoritmus je deterministicky — pro jakykoliv konkrétni vstup je vystup
vzdy stejny.

Najimani kandidatu:

— A1=<1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10>, najimame 10x,
— A2=<10,9,8,7,6,5, 4, 3, 2, 1>, najimame 1x,
— A3=<5,2,1,8,4,7,10,9, 3, 6>, najimame 3x.

— Cena zavisi na pocCtu najmuti, vidime, ze existuji drahé vstupy (A1), ale
i levné (A2) a stredné obtizné (A3).

Zmeéna na randomizovany algoritmus:
— nejprve permutuje vstup a pak vybira kandidaty,

— nejsme zavisli na vstupni distribuci, ale stale mizeme generovat
“Spatnou permutaci” (Al).
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RAM model obohatime o novou instrukci:
— randInt(C) vracejici nahodné celé Cislo z intervalu mezi 0 a C-1.

Cena za nahodny vybeér je jedna €asova jednotka, jako u vSech ostatnich
instrukci.

Algoritmy (programy), které ji nepouziji jsou deterministické, ty které ji

e/

pouziji jsou randomizované/stochastické.
Cas b&hu randomizovaného algoritmu je obecné& nahodna veli¢ina.

Konec¢nost mUzeme garantovat pouzitim ¢asovace: po plynuti ¢asu t(n) se
béh zastavi (coz vSak negarantuje spravnost vystupu).
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PERMUTE-BY-SORTING (A)

1 n = A.length

2 let P[1..n] be anew array

3 fori =1ton

4 P[i] = RANDOM(1, n?)
5 sort A, using P as sort keys

Volime interval 1...n3 aby bylo pravdépodobné (s pravdépodobnosti
alespon 1-1/n), ze vSechny priority v P jsou unikatni.

Lze ukazat, Ze permutace tfidénim generuje rovhomeérné rozdéleni.

Vv vv/

porovnanim prvkl je O(n In n), ale zde miZzeme pouzit i metody, které
nejsou zalozené na porovnavani a radi v ¢ase O(n).
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Datové struktury a algoritmy

Permutace prohazovanim
Fisher-Yates/Knuth

RANDOMIZE-IN-PLACE (A)

1 n = A.length
2 fori =1ton
3 swap A[i] with A[RANDOM(i, n)]

Pomoci invariantu: pro kazdou permutaci prvki vstupniho pole plati, ze na
zacatku /té iterace cyklu obsahuje pole A na indexech 1 az i — 1 prvnich
i — 1 prvkd této permutace s pravdépodobnosti (n — i + 1)!/nl.
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Randomizované hledani zameéstnance

RANDOMIZED-HIRE-ASSISTANT (n)

1 randomly permute the list of candidates
2 best =0 // candidate O is a least-qualified dummy candidate
3 fori =1ton
interview candidate i
if candidate i is better than candidate best
best = i
hire candidate i

NN e B~

« Stredni hodnota ceny hledani je opét:O(c; xn +c, xIn n).
* V nejhorSim pripadé opét: O(c; xn +c, xn).

* Ale zbavili jsme se zavislosti na agenture.

 Odpovida problému pocitani maxim zleva-do-prava.
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Predpokladejte, ze mate Sanci ucastnit se TV show.
Je tam 100 skrinék, které budete otevirat v poradi, které si stanovite Vy,
moderator Vam muze napovidat.
Skrinka s Cislem i obsahuje m; penéz (hodnota).
Nevite, kolik to je, ale po otevreni to zjistite.
Zadné dvé skiifiky neobsahuji stejné mnoZstvi penéz.
Pravidla hry jsou jednoducha:
— Na zacatku hry dostanete 10 Zetond.
— Kdyz otevrete skrinku, ktera ma vetsi hodnotu, nez jakakoliv z dosud
otevrenych skrinek, musite vratit 1 zeton.
— Kdyz musite vratit zeton a nemate ho — prohrali jste.
— Kdyz se Vam podafri otevrit vSechny skrinky, vyhral jste a muzete si
ponechat vSechny penize.
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Analyzujme nejprve pripad, kdy vzdy date na radu moderatora — jeho
napoveda bude ridit hru.

Nejhorsi pripad bude, kdyz Vas necha otvirat schranky v poradi rostouci
hodnoty. Kdykoliv otevrete skfinku, musite vratit zeton a po otevreni 11-té
skrinky prohravate. To by se ale nelibilo divakiim a proto to asi takto
nebude.

Nejlepsi pripad by byl, kdyby Vam hned prozradil nejdrazsi skfinku. To by
se libilo hraci, ale nebyl by prostor pro reklamy béhem hry, a proto to asi
takto také nebude.

Problém lze pfirovnat k hledanim maxima zleva-do-prava.

Kdykoliv narazime na maximum zleva-do-prava, musime vratit zeton.

Pron=100,H;pps1+In100=1+4.61aH,,0<6,kde H,= }1<x<n 1/k je
tzv. ,n-ta harmonicka®.

Pokud otevirate skfinky v nahodném poradi, méli byste v priméru vratit
méné nez 6 Zetonu a vyhrat.
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Moderator po Vasi vyhre netouzi — presnéji netouzi po mnoha vyhercich,
obcas ale musi nékoho nechat vyhrat — mohli byste to byt prave Vy.
Redeni: ignorovat napovédu moderatora a otevirat skfifiky v ndhodném
poradi.

Jak nahodné vybrat skrinku? Pokud zbyva k skrinék, hodte si kostkou

s k stranami a dostanete Cislo v intervalu 1..k.

Toto je randomizovany algoritmus. V pripadé randomizovaného algoritmu
jistotu vyhry nemate, ale lIépe to nejde.
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Ocekavany pocet vracenych Zetonu je méné nez 6.
Jak si muzZete byt jisti, Ze odejdete s vyhrou?
Spocitame pravdépodobnost, ze poCet maxim zleva-doprava (M,) > 11.
Markovova nerovnost ndm umoZfiuje omezit tuto pravdépodobnost. Rika,
ze pro nezapornou nahodnou velic¢inu X a libovolnou konstantu ¢ 2 1, plati,
ze:

PriX>c-E[X]} < 1/c.
ProX=M,ac=11/6, dostavdme:

Pr{M._ > 11} < Pr{M_ > 16—1 EIM,J} <=

Pravdépodobnost vyhry Pr{M, < 11} je proto vice nez 5/11.
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Las Vegas

* Las Vegas:
— varianta randomizovaného algoritmu
— vidy spocte spravny vysledek (nebo informuje o chybé),
— cas béhu je nahodna velicina (obecné rtzny i pro stejny vstup).
— priklad: vstupem je pole A obsahuijici ptlku 1 a druhou pulku O:

FIND FIRST ONE LV (A):
while True:
1 = randInt (A.length)
if A[i] == 1:
return 1

— stfedni hodnota poctu iteraci je limy,_,e Xiie 1 = 2.
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Monte Carlo

* Monte Carlo:
— Cas béhu je vidy stejny (deterministicky),
— s (nizkou) pravdépodobnosti mize ddvat nekorektni vysledky.

FIND FIRST ONE MC (A, k):
for J in 1 to k:
1 = randInt (A.length)
if A[i] == 1

return 1

— pravdépodobnost nalezeni 1 po k krocich je 1 — (1/2)*

Karel Richta a kol. (CVUT FEL) Randomizované algoritmy B6B36DSA, 2024, Lekce 5, 23




Prevod Las Vegas algoritmu na Monte Carlo?
Omezime cas béhu na t(n).
Pokud stihne dopoditat, vratime vysledek.
Pokud ne, vratime ndahodnou odpovéd.
Jak zvolit t(n)?
— X je doba béhu Las Vegas (ndhodna velic¢ina).
— Umime spocitat E[X].
— Zvolme t(n) = ¢ - E[X],
— pouzijme Markovovu nerovnost Pr{X > c - E[X]} < 1/c:

PriX<t(n)})=1-Pr{X2>t(n)}=1-Pr{X=>2cE[X]}=>1-1/c.

— Spodni mez Pr{X < t(n)}, pravdépodobnosti, Zze LV stihne dopocitat a
tudiz vratit korektni vysledek, umime volbou c libovolné zvysit.
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Datové struktury a algoritmy

Monte Carlo -> Las Vegas

* Jak prevést Monte Carlo algoritmus na Las Vegas?
 Casova slozitost Monte Carlo algoritmu je m(n).
* Korektni odpovéd vraci s pravdépodobnosti p.

« Mame deterministicky algoritmus, ktery verifikuje v ¢ase v(n), zda
algoritmus Monte Carlo dava korektni odpovéd.

 Kombinaci lze ziskat algoritmus typu Las Vegas s oCekavanym ¢asem
exekuce: (m(n)+v(n))/(1-p).
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Kolik lidi musi byt v mistnosti, aby byla Sance 1:1 (50%), Zze tam budou
nejméné dvé osoby, které se narodily ve stejny den v roce?

Odpovéd je prekvapive nizka - paradox spociva v tom, ze je to mnohem
méné, nez pocet dnu v roce, nebo dokonce nez polovina roku.
Pridélme osobam v mistnosti Cisla od 1 do k.
Rok ma n =365 dni.
b; je den narozeni osoby 1 <i< kv roce.
Pfedpokladdme uniformni rozdéleni: Pr{b,=r}=1/n,kdei=1,..,k, r=1,..n.
Predpokladdame nezavislost dnu narozeni.
Pravdépodobnost, Ze se dvé ruzné osoby i a j narodily ve stejny den r:
Prib;=rab;=r}=Pr{b;=r} -Pr{b;=r} = 1/n°.
Pravdépodobnost, Zze se narodily ve stejny den:
Prib,=b} =211 Pribi=rand bj=r}=Xr_;1/n?>=1/n.
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Chceme: pravdépodobnost, Zze nejméné 2 osoby maji stejny den narozeni.
Komplementarni tvrzeni: vSechna data narozeni jsou odlisna.
Nahodny jev A;: osoba i ma den narozeni odlisny od osobyj pro Vj <.
Nahodny jev B,: k osob ma odliSna data narozeni: B, = ﬂé‘zlAi.

Muazeme psat B, = A, N B,_;, a z definice podminéné pravdépodobnosti:

Pr{B,} = Pr{B, ;} Pr{A, | B, ;}, kde trivialné Pr{B,} = Pr{A,} = 1.

Pokud jsou b, b,, ..., b, ; rGzna data, pak podminéna pravdépodobnost, ze
b,#zb, proi=1,..,k-1je Pr{Ak/Bk_l} = (n-k+1)/n, protoze z n dn( se
n-(k-1) uz nesmi vybrat.
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Priklad: Narozeninovy paradox (pokr.)

Pr{B.} = Pr{B,.1} Pr{A, | Bi.1} = Pr{B,5} Pr{A.1 | B\.,} Pr{A,| B4} =

= Pr{Bl} Pr{Az | Bl} Pr{A3| Bz} SO Pr{Akl Bk-l} =

() (52). () -

1 2 k—1 y
=1-(1——)- (1——)...(1——)5 (protoze e* > 1+x)
n n n
<elUng-2n  e-(kl)/n=
=e _Z%(=_11 I/n =
= e —k(k-1)/2ns
<1/2

kde: —k(k-1)/2n < In(1/2)
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Priklad: Narozeninovy paradox (pokr.)

* Pravdépodobnost, ze budou vSechna data narozeni rlizna je
nejvyse %, pokud k(k-1) = 2n-In(2), pokud:
k>(1+/1+ (81n2)n)/2

* Pron=365vychazi k> 23.

* Pokud je tedy v mistnosti 23 a vice lidi, je pravdépodobnost %
(50%), ze alespon dva lidé budou mit stejné datum narozeni.
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Datové struktury a algoritmy

Priklad: Narozeninovy paradox
s pouzitim indikatoru

* Pro kazdy par lidi (i, j), 1<i<j <k definujeme X;; = I{bi = b}}

* Pravdépodobnost, Ze dva lidé maji stejné narozeniny je 1/n, tedy:
E[X;] = Pr{b; = b} = 1/n pro 1<i<j <k
* Vysledna nahodna veliCina je:

A jeji stredni hodnota:

k k k k
I Do T I o o ]

i=1j=i+1 i=1j=i+1

* Prok(k-1) >2n bude E[X] > 1, pro alesponi vV2n + 1 lidi mGZzeme ocekdvat
alespon jeden par se stejnymi narozeninami. Zvolime k = 28.

 Li&i se drobné od pfedchoziho feseni, ale obé jsou 8(1/n).
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Datové struktury a algoritmy

The End
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